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5.3 ParallelitŠt

Moderne Gro§rechner bestehen nicht mehr aus einem einzelnen Prozessor und
zugehšrigem Arbeitsspeicher, sondern aus vielen Prozessoren, die Ÿber ein Netz-
werk verbunden sind. Dadurch vergrš§ert sich die Rechenleistung als auch der
zur VerfŸgung stehende Speicher. Wird nun ein numerisches Problem gelšst, so
kann dazu ein solcher Rechner verwendet werden. Um dies e! zient zu gestalten,
muss das zu lšsende Problem sinnvoll auf die Prozesse aufgeteilt werden und die
Zusammenarbeit der Prozesse zur Gesamtlšsung strukturiert werden.

5.3.1 GŸte von Parallelisierungen

Bei Parallelisierung einer Problemlšsung ist man daran interessiert, dass sich die
benštigte Zeit mit zunehmender Prozesszahl verbessert. Sei dazu zunŠchst der
Begri" des Prozesses deÞniert.

DeÞnition 5.18 (Prozess)
Ein Prozess ist die kleinste autonome Recheneinheit, die zur Lšsung eines Pro-
blems verwendet wird.

Ein Prozess ist Ÿblicherweise ein MPI-ProzessGropp et al. (1999) auf neueren
Multicoreprozessoren auch ein einzelner Thread.

Die GŸte einer Parallelisierung lŠsst sich messen und mit einer idealen Schranke
vergleichen. Sei dazu ein Referenzproblem der Grš§eGr gegeben, dass mitNr

Prozessen gelšst werden kann und dazu die ZeitTr benštigt - typischerweise
ist Nr = 1. FŸr die Parallelisierungsanalyse wird nun das Problem mit mehr
ProzessenNP > N r bearbeitet. Man unterscheidet dabei zwei FŠlle (siehe z.B.
Douglas et al. (2003, Kap. 3.4)).

DeÞnition 5.19 (starke Skalierung)
Bei der starken Skalierung wird die Problemgrš§e konstant gehalten, wŠhrend
man die Anzahl der Prozesse erhšht, d.h.

GP = Gr . (5.77)

DeÞnition 5.20 (schwache Skalierung)
Bei der schwachen Skalierung wird die Problemgrš§e pro Prozess konstant
gehalten, wŠhrend man die Anzahl der Prozesse erhšht, d.h.

GP

NP
=

Gr

Nr
. (5.78)

Dies bedeutet, dass man die Problemgrš§e um den Faktor
NP

Nr
vergrš§ert.
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starke Skalierung schwache Skalierung

Problemgröße GP = Gr
GP

NP
=

Gr

Nr

ideale Zeit TP =
Nr

NP
Tr TP = Tr

Sideal (Nr , NP )
NP

Nr

NP

Nr

S(Nr , NP )
Tr

TP

Tr

TP
á
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Nr

E(Nr , NP )
Tr

TP
á
Nr
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Tabelle 5.2: Starke und schwache Skalierung: Speedup und E! zienz.

Im Kontext der Diskretisierung von partiellen Di! erentialgleichungen auf Finite-
Elemente Gittern lassen sich beide Skalierungsarten folgendermaßen umsetzen:
Für die starke Skalierung wird eine Gitterfeinheit ! h festgehalten und mit mehr
Prozessen bearbeitet. In diesem Fall erwartet man idealerweise, dass sich die
benötigte Zeit gemäß der Anzahl der Prozesse verringert, TP = Nr

NP
Tr . Für die

schwache Skalierung wird bei Hinzunahme von Prozessen auch das Gitter ver-
feinert, so dass die Anzahl der Gitterelemente wie die Prozesszahl steigt. Man
erwartet idealerweise, dass die benötigte Zeit konstant bleibt, TP = Tr . Man
beachte, dass bei der schwachen Skalierung im Allgemeinen ein verwandtes aber
unterschiedliches Problem gelöst wird. Dies ist zum Beispiel bei nichtlinearen
Problemen relevant, die mehr als eine Lösung zulassen.

Um die Güte der Parallelisierung zu quantifizieren wird der sogenannte Speedup
sowie die E! zienz betrachtet.

DeÞnition 5.21 (paralleler Speedup)
Das Referenzproblem der Grš§eGr sei mit Nr Prozessen in der ZeitTr gelšst.
Das (weiter) parallelisierte Problem der Grš§eGP sei mit NP Prozessen in der
Zeit TP gelšst. Als Speedup S bezeichnet man den Quotienten aus Zeit pro
Problemgrš§e zwischen den beiden Problemlšsungen, d.h.

S(Nr , NP ) :=
Tr
Gr

TP
GP

=
Tr

TP

GP

Gr
. (5.79)

DeÞnition 5.22 (parallele E ! zienz)
Sei Sideal (Nr , NP ) der ideale (theoretisch bestmšgliche) Speedup. AlsE! zienz E
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bezeichnet man den Quotienten aus erreichtem und idealem Speedup,

E(Nr , NP ) :=
S(Nr , NP )

Sideal (Nr , NP )
. (5.80)

Diese DeÞnitionen und der ideale Fall sind in Tab.5.2 aufgelistet. Man beachte,
dass in beiden FŠllen der ideale Speedup identisch ist.

5.3.2 Parallele Objekte und Interfaces

Die in dieser Arbeit verwendete Parallelisierungsstrategie beruht darauf, dass man
ausgehend von einem seriellen Gitter die ElementeK ! Th geeignet auf Prozesse
aufteilt, so dass jeder Prozess einen Teil des Gebiets bearbeitet. Da die Freiheits-
grade und damit die Algebraindizes mit den Gitterobjekten assoziiert sind, ergibt
sich daraus in natŸrlicher Weise auch eine Aufteilung der Indizes auf die Prozesse.
Die vorgenommene Implementierung behandelt jedoch Gitterobjekte anders als
Freiheitsgradindizes. WŠhrend Gitterobjekte zum ßexiblen VerŠndern des Gitters
in verketteten Listen gespeichert werden, werden die Algebrawerte zum schnellen
Speicherzugri! in Vektorstrukturen verwaltet. Beide Containerarten brauchen folg-
lich eine eigene Parallelisierung. Um diesen verschiedenen Anforderungen gerecht
zu werden, wurde federfŸhrend vonReiter (2014) die Parallelisierungsbibliothek
pcl (Parallel Communication Layer) implementiert. Die Kernidee dieser Bibliothek
besteht darin keine zentrale Struktur zu scha! en, die sŠmtliche parallele Kom-
munikation behandelt, sondern leichtgewichtige Strukturen bereit zu stellen, die
auf die jeweilige Situation angepasst werden kšnnen. Dies erlaubt ein Entkoppeln
der Parallelisierung von Gitter und Algebra, die jedoch beide wesentliche Teile
wiederverwenden kšnnen. FŸr Details der Implementierung und Referenzen fŸr
Šhnliche AnsŠtze sei aufReiter et al. (2014) verwiesen. Im Folgenden werden
die grundlegenden Konzepte beschrieben.

Verteilte Objekte

FŸr die Parallelisierung aufNP ProzesseP1, P2, . . . , PNP mŸssen Objekte den
verschiedenen Prozessen zugewiesen werden. Unter den Objekten werden hier
zunŠchst ganz allgemein QuantitŠten verstanden, die eine parallele Partitionierung
erfordern. Konkret sind dies z.B. Gitterobjekte oder algebraische Indizes.

DeÞnition 5.23 (Parallele Partitionierung)
Sei O eine endliche Menge an Objekten undP := { Pi }

NP
i =1 die zur VerfŸgung

stehenden Prozesse. Eineparallele Partitionierung O = { OP1 , . . . , OPN P
} =

{ OP } P ! P ist eine Menge vonNP TeilmengeOP " O, P ! P, so dass jedes Objekt
o ! O in mindestens einer der Teilmenge enthalten ist, d.h.

O =
!

P ! P

OP , #P ! P : OP " O. (5.81)
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Gilt o ! OP so spricht man davon, dasso auf ProzessP vorhanden ist und bezeich-
net mit oP ! OP die parallele Instanz von o auf P. Die Menge der Prozesse,
auf deneno als parallele Instanz vorhanden ist, wird mitPo = { P : o ! OP } " P,
|Po| # 1, bezeichnet.

Man beachte, dass eine Partitionierung nicht notwendigerweise aus disjunkten
Mengen bestehen muss. Da jedoch Objekte, die in mehreren Teilmengen ent-
halten sind, Kommunikation erfordern werden, ist man bestrebt, die Menge an
solchen Objekten mšglichst klein zu halten. Diese Objekte benštigen eine spezielle
Betrachtung.

DeÞnition 5.24 (Verteilte Objekte und verteilte Instanzen)
Sei O = { OP } P ! P eine Partitionierung einer endlichen MengeO bezŸglich der
ProzesseP := { Pi }

NP
i =1 . Ist ein Objekt o ! O als parallele Instanz auf mehr als

einem Prozess vorhanden,|Po| # 2, so wird dieses Objekt alsverteiltes Objekt
bezeichnet. Jede der parallelen InstanzenoP ! OP wird als verteilte Instanz auf
ProzessP von o ! O bezeichnet. Die Menge aller verteilten Instanzen auf Prozess
P wird mit OV I

P bezeichnet. Zwei verteilte InstanzenoPA ! OV I
PA

und o"
PB

! OV I
PB

werden als Šquivalent betrachtet,oPA
$= o"

PB
, falls beide eine verteilte Instanz

desselben Objektso = o" ! O sind.

Zwischen verteilten Instanzen eines verteilten Objekts lassen sich nun Kommuni-
kationsstrukturen deÞnieren. Dazu wird die folgende DeÞnition benštigt.

DeÞnition 5.25 (Geordnete Menge)
Eine MengeO hei§t (linear oder total) geordnet, falls eine Ordnungsrelation ã%Ò
existiert, so dass fŸr alleo, o", o"" ! O gilt

o % o, (ReßexivitŠt),

o % o", o" % o & o = o", (Antisymmetrie) ,

o % o", o" % o"" & o % o"", (TransitivitŠt) ,

o % o" oder o" % o, (TotalitŠt) .

In jeder endlichen, geordneten MengeO lassen sich die Elemente der Menge auf-
steigend durchnummerieren, d.h. zu jedemo ! O existiert ein Index i , 1 % i % |O|,
so dass sich die Menge alsO = { o1, o2, . . . , o|O|} schreiben lŠsst. Die in diesem
Kontext relevanten geordneten Mengen sind die Menge der algebraischen Indizes
und verkettete Listen von Gitterobjekten. Man beachte zudem, dass sich auf
jeder Teilmenge ÷O " O einer geordneten Menge wiederum eine Ordnung durch
' o, o" ! ÷O : o %# o" ( o % o" deÞnieren lŠsst.

DeÞnition 5.26 (Interface)
Sei O = { OP } P ! P eine Partitionierung einer endlichen MengeO bezŸglich der
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ProzesseP := { Pi }
NP
i =1 . Ein Interface I PA ,PB ! OV I

PA
ist eine geordnete Teilmenge

von verteilten Instanzen auf ProzessPA , so dass eine geordnete TeilmengeI PB ,PA !
OV I

PB
existiert, mit

|I PA ,PB | = |I PB ,PA |, (5.82)

I PA ,PB " oi,P A
#= oi,P B $ I PB ,PA , 1 % i % |I PA ,PB |. (5.83)

Interfaces treten folglich immer als Paar zwischen zwei Prozessen auf. Mit Hilfe
der Interfaces kann nun die parallele Kommunikation (z.B. Ÿber MPI) erfolgen.
Durch die IdentiÞkation der verteilten Instanzen innerhalb der geordneten Menge
sind dabei keine globalen Indizierungen nštig. Zudem kann man alle Werte eines
Interfaces gruppiert schicken und dafŸr Vektorstrukturen verwenden.
Auf einem Prozess kann es viele Interfaces zu unterschiedlichen Prozessen geben.
Um die Struktur und Kommunikation zu vereinfachen, ist es gŸnstig, Interfaces
zusammenfassen zu kšnnen.

DeÞnition 5.27 (Layout)
Sei I P := { I 1, I 2, . . .} , I ! OV I

P fŸr alle I $ I P , die Menge aller Interfaces auf
ProzessP. Ein Layout L ! I P ist eine Teilmenge von Interfaces ausI P .

Zu einem Satz von Interfaces kann es folglich beliebig viele Layouts geben und
Interfaces lassen sich so nach Situation geeignet zusammenfassen.

FŸr jedes verteilte Objekt erweist es sich als gŸnstig eine oder mehrere der
verteilten Instanzen gesondert auszuzeichnen.

DeÞnition 5.28 (Master/Slave Instanzen)
Sei O = { OP } P ! P eine Partitionierung einer endlichen MengeO bezŸglich der
ProzesseP := { Pi }

NP
i =1 und o $ O ein verteiltes Objekt. Es sei eine Teilmenge

Po,M ! Po der Prozesse gewŠhlt, auf deneno als verteilte Instanz vorliegt. Die
Instanzen oP , P $ Po,M , werden alsMaster Instanzen von o bezŸglichPo,M

bezeichnet. Zu den verbleibenden ProzessenPo,S := Po\P o,M werden die Instanzen
oP , P $ Po,S, als Slave Instanzen von o bezŸglichPo,M bezeichnet.

Diese DeÞnition erlaubt es, dass es verschiedene Aufteilungen der Instanzen eines
verteilten Objekts in Masters und Slaves geben kann. Ein typischer Fall ist, dass
es nur eine Master Instanz zu einem Objekto $ O gibt, |Po,M | = 1. Es sind jedoch
mehrere Master Instanzen pro Objekt zugelassen.
Durch die Bildung einer Master/Slave-Zuweisung lassen sich in natŸrlicher Weise
Interfaces aufstellen, sofern die MengeO geordnet ist.

DeÞnition 5.29 (Master/Slave Interfaces)
Sei O = { OP } P ! P eine Partitionierung einer endlichen, geordneten MengeO
bezŸglich der ProzesseP := { Pi }

NP
i =1 . Zu jedem verteilten Objekto $ O sei eine
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Master/Slave-Aufteilung, Po,M , Po,S := Po\P o,M , oder keine Zuteilung,Po,M =
Po,S = ! , gewŠhlt. Zu einem ProzessP seien

OM
P := { o " OP : P " Po,M } , (5.84)

OS
P := { o " OP : P " Po,S} , (5.85)

die Menge der Master bzw. Slave Instanzen auf diesem Prozess. DasMaster
Interface

I M
PA ,PB

:= { oPA " OM
PA

: #oPB " OS
PB

, oPB
$= oPA } (5.86)

beinhaltet alle Master Instanzen auf ProzessPA , die eine Slave Instanz auf Prozess
PB besitzen. Analog besteht dasSlave Interface

I S
PA ,PB

:= { oPA " OS
PA

: #oPB " OM
PB

, oPB
$= oPA } (5.87)

aus allen Slave Instanzen auf ProzessPA , die eine Master Instanz auf ProzessPB

besitzen. Als Ordnungsrelation inI M
PA ,PB

und I S
PA ,PB

wird dieselbe (z.B. die durch
die geordnete MengeO induzierte) Ordnung verwendet.

GemŠ§ der DeÞnition gibt es in diesen Master/Slave-Interfaces keine Verbindung
zwischen zwei Slave oder zwei Master Instanzen eines Objekts. Zudem gibt es
immer alle Verbindungen eines Masters zu allen Slaves eines Objekts und eines
Slaves zu allen Mastern eines Objekts.

Interfaces einer Mehrgitterhierarchie

Zur Partitionierung der Mehrgitterhierarchie kann man so vorgehen, dass jedes
wesentliche Gitterobjekt zunŠchst genau einem der Prozesse zugewiesen wird.
Hat nun ein Element keine parallele Instanz des Vaters auf demselben Prozess,
so nimmt man diesen ebenfalls auf dem Prozess als parallele Instanz hinzu.
Dadurch entstehen verteilte Instanzen der Elemente. FŸr ein Element mit Vater
gilt dann: Entweder ist es nur auf genau einem Prozess vorhanden und der
Vater liegt ebenfalls als parallele Instanz auf demselben Prozess vor, oder das
Element ist eine verteilte Instanz. Sind die Elemente ohne Vater (d.h. ausT0)
nicht alle einem Prozess zugeordnet, so wŠhlt man einen Prozess aus, auf dem
man alle Elemente als parallele Instanz hinzunimmt. Daraufhin nimmt man
alle Subpolytope der wesentlichen Elemente auf jedem Prozess hinzu. Dadurch
entstehen prozesslokal konforme Levelkomplexe. Eine Illustration dieser Aufteilung
Þndet sich in Abb.5.15.
Es bietet sich an die folgenden Interfaces zu wŠhlen.

DeÞnition 5.30 (vertikale Interfaces)
Ein Gitterobjekt o " H einer Mehrgitterhierarchie sei als verteilte InstanzoP " OP

auf ProzessP vorhanden. Es ist in einemvertikalen Interface , falls
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(i) es ein wesentliches Gitterobjekto ! Tl ist oder

(ii) es Subpolytop eines Gitterobjekts aus (i) ist.

Dies tri! t bei obiger Verteilung im Speziellen auf ein Gitterobjekt zu, falls

(i) es einen Vater hat, aber auf demselben Prozess keine parallele Instanz des
Vaters vorliegt, d.h. F (o) "= #, F (o) "! OP , oder

(ii) es Kinder hat, aber auf demselben Prozess keine parallelen Instanzen der
Kinder vorliegen, d.h.C(o) "= #, o! "! OP fŸr o! ! C(o).

DeÞnition 5.31 (horizontale Interfaces)
Ein Gitterobjekt o ! H einer Mehrgitterhierarchie sei als verteilte InstanzoP ! OP

auf ProzessP vorhanden. Es ist in einemhorizontalen Interface , falls

(i) es nicht in einem vertikalen Interface liegt, oder

(ii) es zwar in einem vertikalen Interface liegt, jedoch nicht Subpolytop von nur
Objekten im vertikalen Interface ist.

Innerhalb dieser Interfaces werden gewisse Instanzen als Master ausgezeichnet.
Bei den horizontalen Interfaces wird genau eine, jedoch beliebige Instanz als
Master gewŠhlt. Bei den vertikalen Interfaces werden mehrere Master Instanzen
zugelassen und z.B. die Instanzen als Master gewŠhlt, deren Vater auf demselben
Prozess vorhanden ist.
Es zeichnen sich diejenigen Gitterobjekte aus, die nur in vertikalen Interfaces
liegen und eine parallele Instanz des Vaters auf demselben Prozess haben.

DeÞnition 5.32 (Ghost)
Eine verteilte Instanz o ! H, o ! OP , hei§t Ghost , falls sie nur in einem
vertikalen Interface liegt und

(i) sie einen Vater hat,F (o) "= #, und dieser als parallele Instanz auf demselben
Prozess liegt,F (o) ! OP , oder

(ii) o ! T0 und P der Prozess ist, auf dem alle Gitterobjekte als parallele Instanz
vorhanden sind.

Ghosts entstehen, wenn nur Teile der Level einer Hierarchie auf andere Prozesse
umverteilt werden. Sie dienen vor allem dazu den Informationsaustausch innerhalb
der Hierarchie durchfŸhren zu kšnnen.
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Interfaces fŸr die Algebra

Die Indizes von Freiheitsgraden eines AnsatzraumsI h bilden eine Menge an Ob-
jekten und kšnnen im Prinzip gemŠ§ den AusfŸhrungen des vorherigen Abschnitts
verteilt werden. Da jedoch fŸr das Gitter die Gitterobjekte schon eine Partitionie-
rung und zugehšrige Interfaces besitzen, lassen sich diese wiederverwenden. Denn
der DoFManager assoziiert die algebraischen Indizes mit den Gitterobjekten und
man kann deÞnieren:

DeÞnition 5.33 (horizontales/vertikales Algebra Interface)
Ein algebraischer Index zu einem Freiheitsgrad liegt in einem vertikalen bzw.
horizontalen Interface, wenn das assoziierte Gitterobjekt in einem solchen Interface
liegt.

Die parallelen Indizes, die nur auf einem Prozess vorkommen (|Pi | = 1) , seinen
formal als Master bezeichnet.

Speicherarten fŸr parallele Vektoren

Seien{ ! i }
|I h |
i =1 die globalen Freiheitsgrade zu der globalen IndexmengeI h. Die

globale IndexmengeI h wird programmtechnisch nicht benštigt, ist jedoch zur
Formalisierung nŸtzlich. Jedem ProzessP ! P wird eine Teilmenge dieser Frei-
heitsgrade{ ! P,i }

|I P |
i =1 , indiziert durch einen prozesslokale IndexmengeI P , gemŠ§

der Partitionierung zugewiesen. Der zu den globalen Freiheitsgraden assoziierte
globale Vektoruh ! R|I h |, uh,i = ! i ! R, wird nun durch prozesslokale Vektoren
uP ! R|I P |, uP,i = ! P,i ! R, dargestellt und gespeichert. Es ergeben sich verschie-
dene Speicherweisen, wie die lokale Speicherstruktur dieser Vektoren und Matrizen
realisiert werden kann. Dies wird z.B. vonGroh (1994), Haase (1999) oder
Douglas et al. (2003) beschrieben.

DeÞnition 5.34 (konsistent / additiv / unique)
Sei ! i , i ! I h, ein Freiheitsgrad, P! i die Menge der Prozesse, auf denen der
Freiheitsgrad als parallele Instanz vorhanden ist und{ ! i,P } P ! P! i

die Menge der
parallelen Instanzen.
Ein Freiheitsgrad ! i hei§t konsistent gespeichert, falls alle parallelen Instanzen
{ ! i,P } P ! P! i

den Wert ! i besitzen,

! i,P = ! i , " P ! P! i . (5.88)

Ein Freiheitsgrad ! i hei§t additiv gespeichert, falls die Summe Ÿber alle parallelen
Instanzen{ ! i,P } P ! P! i

den Wert ! i ergibt,

! i =
!

P ! P! i

! i,P . (5.89)
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Ein Freiheitsgrad ! i hei§t unique gespeichert bzgl. einer MasterzerlegungP! i ,M ,
falls die Master Instanzen{ ! i,P } P ! P! i ,M den Wert ! i / |P! i ,M | besitzen und die
Slave Instanzen null sind,

! i,P =
! i

|P! i ,M |
, ! P " P! i ,M , (5.90)

! i,P = 0, ! P " P! i \ P ! i ,M . (5.91)

Ein Vektor hei§t konsistent / additiv / unique gespeichert, wenn dies fŸr alle
seine Freiheitsgrade gilt.

Unique ist folglich eine spezielle Form von additiver Speicherung. Man beachte
zudem, dass der Nullvektor,uh,i = 0, ! i " I h, alle drei Speicherarten zugleich
erfŸllt.
GŸnstig ist es eine injektive Abbildung von der prozesslokalen auf die globale
Indizierung zu deÞnieren, die einem lokalen Index den globalen Index zuordnet:

gP : { 1, . . . , |I P |} # j $%i " { 1, . . . , |I h|} , (5.92)

d.h. der j -te lokale Index auf ProzessP " P entspricht dem globalen IndexgP (j ).
SeiGP " R|I h |" |I P | die Matrix, die diese Abbildung bewirkt, d.h.GP,ij = " i, gP (j ) .
Die EinschrŠnkung der globalen Lšsunguh " R|I h | auf die Freiheitsgrade vonP,
uP " R|I P |, lŠsst sich somit schreiben als

uP = GT
P uh. (5.93)

Zudem seiGP,M " R|I h |" |I P | die Matrix, die gewichtet auf die Masterindizes
abbildet, d.h. GP,M,ij = 1/ |P! i ,M |, falls gP (j ) = i und P " P! i ,M und andernfalls
null. Mittels dieser Indexabbildungen lassen sich die Speicherarten folgenderma§en
schreiben:

(i) konsistent : uc
P = GT

P uh, ! P " P,

(ii) additiv : uh =
!

P ! P GP ua
P ,

(iii) unique : uu
P = GT

P,M uh.

Gilt, dass jeder Index nur auf einem Prozess Master ist, d.h.|P! i ,M | = 1, ! i , dann
gilt zudem uh =

!
P ! P GP,M uu

P und somit
!

P ! P GP,M GT
P,M = 1. Die Matrizen

GP geben zudem darŸber Auskunft, wie viele parallele Instanzen von einem
Freiheitsgrad vorhanden sind. Denn es gilt

(GP GT
P )ij =

"
1, i = j, P " P! i ,

0, sonst
(5.94)
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und in der Matrix
!

P ! P

GP GT
P ! R|I h |" |I h | (5.95)

sind die DiagonaleintrŠge die Anzahl der parallelen Instanzen.

FŸr parallel gespeicherte Vektoren lŠsst sich die Multiplikation mit einem Skalar
s ! R prozesslokal durchfŸhren. Denn es gilt

suc
P = GT

P suh bzw. suh =
!

P ! P

GP sua
P . (5.96)

Zudem lŠsst sich die Addition und Subtraktion von parallel gespeicherten Vektoren
des gleichen Typs prozesslokal umsetzen, da

uc
P + vc

P = GT
P (uh + vh) bzw. uh + vh =

!

P ! P

GP (ua
P + va

P ). (5.97)

Das Skalarprodukt zweier Vektoren kann prozesslokal (gefolgt von der Summation
der prozesslokalen Summen) durchgefŸhrt werden, wenn ein Vektor konsistent
und einer additiv ist.

(uc, r a) = ( uc)T r a = ( uc)T
!

P ! P

GP r a
P =

!

P ! P

(GT
P uc)T r a

P =
!

P ! P

(uc
P , r a

P ). (5.98)

Sind beide Vektoren unique und gibt es nur einen Master pro Index, dann gilt
zudem auch

(uu, r u) = ( uu)T r u = ( uu)T

"
!

P ! P

GP,M GT
P,M

#

r u (5.99)

=
!

P ! P

(GT
P,M uu)T GT

P,M r u =
!

P ! P

(uu
P , r u

P ). (5.100)

Die Speicherarten lassen sich alle ineinander ŸberfŸhren. Um einen konsisten-
ten Vektor in einen unique gespeicherten (und damit auch additiven) Vektor zu
ŸberfŸhren,uu " uc, setzt jeder Prozess seine Slave-Freiheitsgrade auf null. Dies
erfordert keine Kommunikation. Um einen additiven Vektor konsistent zu machen,
uc " ua, schicken zunŠchst alle Slave-Freiheitsgrade ihre Werte an den Master,
der diese aufsummiert (ggf. gewichtet, falls mehr als ein Master benannt wurde).
Danach wird dieser summierte (tatsŠchliche) Wert an die Slaves geschickt. Ist der
Vektor unique so kann inuc " uu die erste Kommunikation entfallen.

Auch fŸr Matrizen lassen sich Šhnliche Speicherweisen deÞnieren.
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DeÞnition 5.35 (additive, konsistent, diag-konsistent)
Sei A h ! R|I h |! |I h | als prozesslokale MatrizenA P ! R|I P |! |I P | gespeichert.
Die Speicherung hei§tadditiv , falls gilt

A h =
!

P " P

GP A P GT
P . (5.101)

Die Speicherung hei§tkonsistent , falls gilt

A P = GT
P A hGP . (5.102)

Die Speicherung hei§tdiag-konsistent , falls sie additiv ist und zusŠtzlich die
folgende ModiÞkation vorgenommen ist

A P,ii = A h,gP (i )gP (i ) , " P, " i ! I P . (5.103)

Die Speicherung hei§tmaster-konsistent , falls sie konsistent ist und zusŠtzlich
die Slave-Zeilen auf jedem Prozess null gesetzt sind.

Bei einer additiven Matrix ergibt also die Summe Ÿber alle Prozesse die tatsŠchliche
Kopplung. Eine konsistente Matrix ist die ausgestanzte Matrix bzgl. der Indizes,
die auf einem Prozess vorhanden sind.
Multipliziert man einen konsistenten Vektor mit einer additiven Matrix, so erhŠlt
man einen additiven Vektor:

A huh =
!

P " P

GP A P GT
P uh =

!

P " P

GP A P uc
P . (5.104)

FŸr eine konsistente Matrix ist es etwas diffiziler. Man Þndet, siehe z.B.Haase
(1999, Kap. 5.2.2), folgende Bedingungen.

Satz 5.36 (Multiplikation mit konsistenter Matrix)
Sei A h konsistent gespeichert.

(i) Genau dann, wenn gilt

" i, j : P�i #$P�j % A h,ij = 0 (5.105)

lŠsst sich die Multiplikation mit einem konsistenten Vektor parallel ausfŸhren,

vc
P = A P uc

P , " P ! P, (5.106)

und das Ergebnis ist ein konsistenter Vektor.

(ii) Genau dann, wenn gilt

" i, j : P�i #&P�j % A h,ij = 0 (5.107)

lŠsst sich die Multiplikation mit einem additiven Vektor parallel ausfŸhren,

va
P = A P ua

P , " P ! P, (5.108)

und das Ergebnis ist ein additiver Vektor.
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5.3.3 Parallele Löser
Hat man das Gitter und die algebraischen Strukturen parallelisiert, so stellt sich
die Frage, in welcher Art die Diskretisierung und die algebraischen Löser diese
Parallelisierung verwenden.

Speicherarten für Diskretisierungskomponenten

Für ein Gitter ohne Elementüberlappung, d.h. jedes wesentliche Gitterobjekt hat
nur eine parallele Instanz und Überlappung tritt nur auf niederdimensionalen
Gitterobjekten auf, gibt es eine natürliche Speicherstruktur der in den Algorithmen
auftauchenden Vektoren.
Eine Lösung ist idealerweise in einem konsistenten Zustand. Dann kann man bei
Ein-/Ausgabe prozesslokal arbeiten. Zudem lassen sich Integrationen elementweise
und somit prozesslokal durchführen. Desweiteren benötigt die Assemblierung der
Jacobi-Matrix auf jedem Prozess die konsistente Lösung.
Betrachtet man den Assemblierungsprozess eines Defekts oder einer Matrix, so
werden diese elementweise durchgeführt. Ohne Elementüberlappung errechnet
folglich jeder Prozess die Beiträge von seinen Elementen und die Werteverteilung ist
additiv über die Prozesse. Speichert daher jeder Prozess die von ihm berechneten
Werte in seinen prozesslokalen Vektoren und Matrizen, so haben diese additive
Speicherstruktur.
Zusammenfassend bietet sich somit an, die algebraischen Komponenten bei der
Diskretisierung in folgender Art zu halten:

(i) Lösungsvektoren uh konsistent,

(ii) Defektvektoren dh additiv,

(iii) Jacobi-Matrizen Jh additiv.

Parallele Iteratoren

Wenn die assemblierte Matrix und der Defekt in natürlicher Weise die additive
Speicherstruktur besitzt und der Lösungsvektor konsistent ist, dann hat auch das
Residuum rh := dh � Jhuh additive Natur. Ein Iterator ch = Bhrh bekommt als
Eingabe somit einen additiven Vektor und bildet diesen auf die Korrektur ab. Die
Korrektur wird daraufhin üblicherweise zu einer Lösung addiert. Da diese konsis-
tent gehalten wird, ist es günstig auch die Korrektur in diesem Speicherzustand zu
berechnen. Daher werden in dieser Arbeit die linearen Iteratoren so implementiert,
dass ein additives Residuum auf eine konsistente Korrektur abgebildet wird.

Einfache Iteratoren basierend auf A = D� L�U oder A = LU�R werden
in dieser Arbeit wie in Alg. 10 angegeben parallelisiert. Man beachte, dass für
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Algorithmus 10 (einfacher) Paralleler Iterator
Vorbedingung: A additiv

Init:
Kopie: ˜

A = A,
Typumwandlung: ˜

A master-konsistent,
Prozesslokaler Iterator: BP (

˜

AP )

procedure c

c
= Br

a

Umwandlung Residuum: ru  r

a unique
c

a
P = BP r

u
P

Umwandlung Korrektur: cc  c

a konsistent
return c

c

end procedure

den Jacobi-Iterator dies dazu führt, dass mathematisch gesehen dieselbe Kor-
rektur erzeugt wird wie im seriellen Fall. Für alle anderen Iteratoren jedoch ist
dies ein Teilraumiterator, bei dem die Teilräume aus den Master-Freiheitsgraden
auf einem Prozess bestehen. Im Inneren eines Prozesses wird die Korrektur wie
im Seriellen durchgeführt. An den Rändern jedoch führt dieser Algorithmus zu
einer Art Jacobi-Korrektur. Daher unterscheiden sich in diesem Fall die parallele
und serielle Korrektur. Der Vorteil dieses Vorgehens besteht jedoch darin, dass
wenig Kommunikation nötig ist und auch nur die bereits vorhandenen parallelen,
algebraischen Strukturen benötigt werden.

Das Mehrgitterverfahren benötigt eine spezielle Betrachtung (siehe z.B. Bas-
tian (1996), Bastian et al. (2000), Lang (2001), Lang und Wittum (2005)).
Man muss sich entscheiden, in welcher Art man die Mehrgitterhierarchie auf die
Prozesse verteilen möchte. Dabei wird man versuchen, die notwendige Kommu-
nikation klein zu halten. Kommunikation tritt aber nun sowohl in horizontaler
Ebene (bei der Glättung) als auch in vertikaler Richtung (beim Gittertransfer) auf.
Das in dieser Arbeit verwendete Vorgehen baut eine Baumstruktur der beteiligten
Prozesse auf, um diese Kommunikationskosten gering zu halten. Vergleiche dazu
auch Reiter et al. (2014), Vogel et al. (2014), Heppner et al. (2013).

Die Mehrgitterhierarchie wird zunächst auf die Prozesse aufgeteilt. Ein Beispiel ist
in Abb. 5.15 gezeigt. Man kann sich dies so vorstellen, dass auf einem Prozess das
gröbste Gitter geladen und einige Male verfeinert wird. Ab einem gewissen Punkt
(wenn z.B. der Speicher auf dem Prozess gering wird) wird dann das oberste Gitter
auf mehrere Prozesse aufgeteilt, wobei durchaus ein Teil auf dem Prozess verbleibt.
Nun werden vertikale und horizontale Interfaces eingefügt und Ghosts entstehen.
Danach kann jeder Prozess weiter verfeinern. Es ist explizit zugelassen, dass nach
einer gewissen Weile erneut auf noch weitere Prozesse umverteilt wird, so dass
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l=0

l=1
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P0 P1 P2

Abbildung 5.15: Parallele Mehrgitterhierarchie. Beispielhafte Aufteilung auf 3
Prozesse für ein 3 mal verfeinertes 1d Gitter mit 3 Elementen im gröbsten Gitter:
Ghosts (grau), horizontale Interfaces (blau) und vertikale Interfaces (grün).

eine ganze Baumstruktur an Prozessverbindungen entsteht. Für die Details der
Implementierung der Gitterverteilung und weitere Adaptionsmöglichkeiten - im
Speziellen geeignete Lastverteilung bei adaptiven Mehrgitterhierarchien - sei auf
die Arbeit von Reiter (2014) verwiesen. In dieser Arbeit wird davon ausgegangen,
dass eine solche parallel verteilte Hierarchie vorliegt und somit auch entsprechende
algebraische Interfaces zu den Freiheitsgraden aufgebaut werden können. Der
parallele Mehrgitteriterator kann nun im Prinzip so aufgesetzt werden wie in
Alg. 8 beschrieben. Dabei müssen jedoch die einzelnen Komponenten (Glätter,
Transferoperatoren, Grobgitterlöser) an die parallele Situation angepasst werden.

l=0

l=1

l=2

l=3 l=3

l=2

l=1

P0 P1 P2

Abbildung 5.16: Parallele Glättung und verwendete Hierarchieteile: Gitterobjekte
und assoziierte Freiheitsgrade für die Glättung (orange), horizontale Interfaces
für die Glättung (blau).

Für die Glätter werden die einfachen parallelen Glätter wie oben beschrieben
verwendet. Dabei werden die horizontalen Interfaces für die Kommunikation
verwendet. Existieren auf einem Gitterlevel Ghost-Freiheitsgrade, so gibt es im
Prinzip zwei Möglichkeiten welche Prozesse die Glättung durchführen. In dieser
Arbeit wird nur auf den nicht-Ghost Freiheitsgraden geglättet. Dies hat den
Vorteil, dass noch möglichst lange viele Prozesse an der Glättung beteiligt sind.
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Dieses Vorgehen ist in Abb. 5.16 illustriert.
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Abbildung 5.17: Transfer zwischen den Gitterleveln im parallelen Mehrgitter-
verfahren. Innerhalb eines Prozesses werden die prozesslokalen (gewšhnlichen)
Transferoperatoren verwendet. Beim Gittertransfer zwischen zwei Prozessen wer-
den die vertikalen Interfaces (grŸn) verwendet.

Beim Gittertransfer kann man prozesslokal wie im Seriellen vorgehen. Jedoch
kommen in der verteilten Mehrgitterhierarchie Prozesse vor, bei denen die Kinder
der Gitterobjekte nicht ebenfalls auf demselben Prozess als parallele Instanz
vorhanden sind. In diesem Fall müssen die Werte des algebraischen Vektoren über
die vertikalen Interfaces transferiert werden. Das Vorgehen ist dabei wie folgt:
Für die Prolongation hat man eine konsistente Korrektur, die auf eine konsistente
Korrektur abgebildet werden soll. Für Lagrange-Elemente wird bei der üblichen
Prolongation nur aus den Vater-Gitterobjekten gleicher oder niedriger Dimensi-
on abgebildet. Ohne Ghosts liegen diese jedoch immer als parallele Instanz auf
demselben Prozess vor, wo auch ihr Kind-Gitterobjekt liegt. Daher kann man die
Prolongation gemäß Satz 5.36, (i) prozesslokal durchführen, wenn man die Prolon-
gationsmatrix konsistent speichert und keine Ghost-Freiheitsgrade vorhanden sind.
Sind Ghost-Freiheitsgrade vorhanden, so werden zunächst die zugehörigen Werte
über die vertikalen Interfaces kopiert. Dabei kann ein Ghost mehrere Verbindungen
auf die anderen Prozesse besitzen. Da jedoch die Korrektur konsistent ist und die
Werte in jede der parallelen Instanzen kopiert wird, bleibt die Korrektur konsistent.
Für die Restriktion ist die Situation für Lagrange-Elemente ebenfalls passend, da
diese die Transponierte der Prolongation ist und somit gemäß Satz 5.36, (ii) das
Residuum prozesslokal abgebildet werden kann, sofern dieses additiv gespeichert
ist. Sind Ghost-Freiheitsgrade auf einem Level vorhanden, so wird zunächst pro-
zesslokal die Restriktion durchgeführt und dann diese Werte über die vertikalen
Interfaces auf den Ghost-Freiheitsgraden aufsummiert. Da das Residuum additiv
ist, bleibt es dies auch nach der Summation in den Ghost-Freiheitsgraden.

Für den Grobgitterlšser wird im Allgemeinen ein paralleler Matrixlöser verwen-
det. Dazu kann man z.B. ein paralleles Iterationsverfahren wählen. In der oben
beschriebenen baumartigen Verteilung von Prozessen bietet sich noch ein weiteres
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Vorgehen an. Man kann das gršbste Gitter auf einem einzelnen Prozess halten,
sofern dies klein genug ist. Dann kann man einen beliebigen seriellen Lšser (z.B.
eine LU-Zerlegung) verwenden.

Parallele Iterationsverfahren

Besitzt man einen parallelen Iterator der Form

cc = Bd a (5.109)

so lassen sich mit diesem verschiedene parallele Iterationsverfahren bilden. Die in
diesem Abschnitt vorgestellten Verfahren benštigen lediglich Matrixanwendungen,
Vektor-Vektor Produkte (bzw. Normen) und Umwandlungen der Vektoren zwi-
schen den verschiedenen Speicherarten. Daher lassen sie sich einfach umsetzen,
sofern man diese elementaren Operationen parallel besitzt.
Das einfachste parallele Iterationsverfahren ist die parallele lineare Iteration
(Alg. 11). Sie ist implementiert in der KlasseLinearSolver .

Algorithmus 11 Lineare Iteration zu Au c = ba

Vorbedingung: Startiterierte uc
0, Iterator B , Toleranz !

uc = uc
0, r a = ba ! Au c, r u " r a

while #r u# > ! do
Schritt: cc = Br u

Korrektur: uc := uc + cc

Defektupdate: r a := r u ! Ac c, r u " r a

end while

Weitere parallelisierbare Iterationsverfahren sind Krylov-Raum-Methoden. Dar-
unter fallen das CG-Verfahren (Hestenes und Stiefel (1952)) wie in Alg. 12
implementiert in der KlasseCG, das BiCGStab-Verfahren (Van der Vorst
(1992)) wie in Alg. 13 implementiert in der KlasseBiCGStab und das GMRes-
Verfahren (Saad und Schultz (1986)) wie in Alg. 14 implementiert in der Klasse
GMRES. Beschreibungen dieser Verfahren Þnden sich z.B. inSaad (2003) oder
Barrett et al. (1994). VorschlŠge fŸr die Parallelisierung dieser Verfahren Þnden
sich z.B. in Haase (1999) oder Bastian et al. (1999). In dieser Arbeit wird
Ÿberwiegend ein Residuum im Zustand unique verwendet, um die Norm leicht
berechnen zu kšnnen.
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Algorithmus 12 Conjugate Gradient (CG)

Start: r a := ba ! Au c, pc = 0, r u " r a

while #r u# > = ! do
zc := Br u

" := ( r u, zc)
pc := zc + ( " / " old)pc

za := Ap c

# := " / (za, pc)
uc := uc + #pc

r a := r u ! #za, r u " r a

" old := "
end while

Algorithmus 13 BiConjugate Gradient Stabilized Method (BiCGStab)

Vorbedingung: Toleranz ! , Restart-Toleranz$restart

Start: r a := ba ! Au c, r u " r a, " = $
while #r u# > = ! do

if " > $restart #r u##r u
0# then

r u
0 := r u, pu = vu = 0, " := 1, %:= 0, # := 0

end if
" old := " , " := ( r u

0, r u)
if " old = 0 then Abbruch
end if
& := ( " / " old) á(#/ %) [d.h. nach (Re-)Start: & = 0 % pu = zu]
pu := r u + &pu ! &%vu

qc := Bp u

va := Aq c, vu " va

# := " / (vu, r u
0)

uc := uc + #qc

su := r u ! #vu

if #su# < ! then r u = su; return
end if
qc := Bsu

t a := Aq c, t u " t a

%:= ( su, t u)/ (t u, t u)
uc := uc + %qc

r u := su ! %t u

end while
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Algorithmus 14 GMRES (Links-Vorkonditioniert)

Vorbedingung: Toleranz ! , Restartzahl krestart

Start: r a := ba ! Au c, r u " r a

while #r u# > = ! do
vc

0 := Br u, vu
0 " vc

0
" 0 := #vu

0#
vu

0 := (1 / " 0)vu
0

for j := 0, 1, . . . , krestart ! 1 do
vc

j " vu
j , r a := Av c

j
v c

j +1 := Br a

vu
j " vc

j , vu
j +1 " vc

j +1
for i := 0, . . . , j ! 1 do

hij = ( vu
j +1 , vu

i )
vu

j +1 := vu
j +1 ! hij vu

i
end for
hj +1 ,i := #vu

j +1 #
for i := 0, . . . , j ! 1 do!

hij

hi +1 ,j

"
:=

!
ci +1 si +1

si +1 ! ci +1

" !
hij

hi +1 ,j

"

end for
# := ( h2

jj + h2
j +1 ,j )

1/ 2

sj +1 := hj +1 ,j / #, cj +1 := hj,j / #, hjj := #
" j +1 := sj +1 " j , " j := cj +1 " j

vu
j +1 := (1 /h j +1 ,j )vu

j +1
end for
for i := k, k ! 1, . . . , 0 do

" i := ( " i !
# k

j = i +1 hij " j )/h ii

v c
i " vu

i , uc := uc + " i v c
i

end for
r a := ba ! Au c, r u " r a

end while


