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Auf diesem Blatt werden Sie das CG-Verfahren implementieren. Sie machen
sich mit den Eigenschaften des Verfahrens vertraut und lernen die Mdoglich-
keit der Vorkonditionierung kennen.

Aufgabe 1 (CG-Verfahren, 8 Punkte)

Implementieren Sie eine Klasse CG, die das Verfahren der konjugierten Gradi-
enten zu einer Matrix A durchfiihrt, um mit deren Hilfe lineare Gleichungs-
systeme Au = b zu losen. Orientieren Sie sich bei dem Interface an der
bereits implementierten Loserklasse IterativeSolver. Sehen Sie auch ei-
ne Moglichkeit der Vorkonditionierung mit Iterationsverfahren vor, die das
Interface IPreconditioner erfiillen.

Aufgabe 2 (Symmetrisches Gaufk-Seidel-Verfahren, 4 Punkte)
Implementieren Sie das symmetrische Gaufs-Seidel-Verfahren in einer Klasse
SymmetricGaussSeidel. Die Implementierung soll dabei analog zu den Ite-
rationsverfahren der vorherigen Ubungszettel (Jacobi, GaussSeidel) sein,
d.h. vom gemeinsamen Interface IPreconditioner ableiten.

Aufgabe 3 (Symmetrische Diskretisierung, 4 Punkte)
Die Poisson-Gleichung mit Quellterm f : 2 — R und Dirichlet-Randwerten
g:00 — R,

—Au(x) = f(x), firxeQ,

u(x) = g(x) fir x € 09, (1)

lasst sich mittels dem Finite-Differenzen-Verfahren diskretisieren. Auf einem
aquidistanten Gitter sind dabei die Matrixkopplungen im Inneren des Ge-
biets durch diese Diskretisierung symmetrisch. Um die Randbedingungen zu
beriicksichtigen, wird tiblicherweise eine Finheitszeile fiir die Randpunkte ge-
setzt — d.h. eine Zeile bestehend aus nur einer Eins (fiir den entsprechenden
Freiheitsgrad) und sonst Nullen — und der Randwert in der rechten Seite des



Gleichungssystems gesetzt. Dadurch ist explizit sichergestellt, dass die Lo-
sung den Randwert exakt erfiillen muss. Jedoch wird so die Symmetrie der
zugehdren Matrix zerstort.

Implementieren Sie eine symmetrische Diskretisierung der Randwerte, indem
Sie zuséatzlich zu den Einheitszeilen ebenfalls die Spalten der zugehorigen
Rand-Freiheitsgrade eliminieren. Beachten Sie, dass Sie dabei jedoch nicht
einfach die Werte auf Null setzen kénnen, sondern die entsprechenden Werte
in die rechte Seite des Gleichungssystems bringen miissen.

Beispiel: Die Knotenpositionen seien gegeben durch x;,xs, ..., Xy und Sie
haben bei unsymmetrischer Diskretisierung das folgende Gleichungssystem:

1 0 0 0 . 0 Uy g(Xl)
-1 4 -1 0 0 [ ue f(x2)

O —1 4 —]_ 0 us — f(Xg)

0 un un

Dann lésst sich dies in das folgende dquivalente System iiberfiihren:

1 0 0 0 ... 0 Uy g(x1)

0 4 —1 0 ... 0 U2 f(XQ) + .(](Xl)
0 —1 4 -1 ... 0 Us — f(Xg)

0 ... un un

Aufgabe 4 (Losen der Poisson-Gleichung, 4 Punkte)
Losen Sie - analog zum vorherigen Ubungsblatt - die folgende 2d-Poissongleichung
auf dem Einheitsquadrat 2 = (0,1) x (0, 1)

—Au = 4 auf Q,

2
uw = 2—x*—y* auf O9. 2)

Diesmal sollen Sie die folgenden Kombinationen an Losern verwenden:

(a) Vergleichen Sie die Iterationszahlen von Jacobi-, Gauk-Seidel-, und sym-
metrischem Gauf-Seidel-Verfahren. (20 Knoten in beide Dimensionen;
zuféllige Startlosung) Sehen Sie einen essentiellen Vorteil des symmetri-
schen Verfahrens?

(b) Versuchen Sie mittels des CG-Verfahrens obige Differentialgleichung



(i) bei unsymmetrischer Diskretisierung der Randwerte,

(ii) bei symmetrischer Diskretisierung der Randwerte,
zu losen. Was stellen Sie fest?

(¢) Verwenden Sie nun ausschlieklich die symmetrische Diskretisierung. Lo-
sen Sie diese mittels des CG-Verfahrens mit Vorkonditionierung mit

(i) dem Jacobi-Verfahren,
(ii) dem Gauf-Seidel-Verfahren,
(iii) dem symmetrischen Gauf-Seidel-Verfahren.

Wie verhalten sich die Iterationszahlen? Welche der Verfahren konver-
gieren? Erkléren Sie Ihre Beobachtung.

Abgabe: Senden Sie Thren Code sowie sonstige Antworten als Text, PDF
oder Scans bitte per E-Mail an practical.sim20gcsc.uni-frankfurt.de.
An diese Adresse konnen Sie sich auch bei Fragen zu den Aufgaben wenden.



