
3 Konvergenz, Folgen und Reihen

FŸr die EinfŸhrung der reellen Zahlen waren Cauchy-Folgen von rationalen Zahlen von
gro§er Bedeutung. Ganz Allgemein lassen sich Folgen von Elementen in einer beliebigen
MengeA betrachten.

DeÞnition 3.1 (Folgen)
Unter einerFolge (an)n2N = ( a0, a1, a2, ...) in einer MengeA versteht man eine Abbildung
N ! A. Jeder natŸrlichen Zahln " N wird dabei einFolgenlied an " A zugeordnet.

Beispiele 3.2

(a) Mit der Vorschrift an = n (n " N) erhŠlt man die Folge(an)n2N = (0 , 1, 2, 3, ...)
und es gilt an " N (n " N).

(b) FŸr an = 1
n+1 (n " N) erhŠlt man die Folge(an)n2N = (1 , 1

2 , 1
3 , ...) und es gilt

an " Q (n " N).

(c) Es sei eine Population gegeben, die in jedem Jahr um einen festen Faktor wŠchst
(z.B. um 10%). Ausgehend von einer Anfangspopulationa0 " R ist somit die Grš§e
nach 1 Jahra0 áq (q = 1, 1 fŸr 10%), nach Jahr 2 betrŠgt siea0 áqáq, usw. . . Dies
deÞniert die sogenannte geometrische Folgean = a0 áqn (n " N).

(d) Ein Guthaben G0 sei jŠhrlich um einen Zinssatzp verzinst, d.h. nach einem Jahr
erhŠlt man das GeldG1 = G0á(1+ p) zurŸck (z.B.p = 0, 05bei 5% Zinsen). Addiert
man die Zinsen bereits nach einem halben Jahr (mit halbem Zinssatz) und verzinst
diese am Ende des Jahres mit, so erhŠlt manG2 = G0 á(1 + p

2 )2. Teilt man das
Jahr in drei Teile, so ergibt sich eine Verzinsung vonG3 = G0 á(1 + p

3 )3. Allgemein
strebt die Folgean = (1+ p

n )n gegen den Faktor fŸr kontinuerliche Verzinsung (d.h.
beliebig kleine Verzinsungsintervalle).

3.1 Konvergenz

Von der Konvergenz einer Folge gegen einen Grenzwert (Limes) spricht man, wenn die
Folgenglieder diesem Grenzwert ab einem Folgenglied beliebig nahe kommen. Dazu benš-
tigt man eine Mšglichkeit denAbstand zwischen dem Grenzwert und den Folgengliedern
messen zu kšnnen. FŸr die KšrperQ, R und C kann man den Betrag deÞnieren und
der Abstand zwischen zwei Elemente dieser Kšrperz, z0 lŠsst sich Ÿber die Abstands-
funktion |z # z0| ermitteln. Daher macht die DeÞnition der Konvergenz fŸr alle dieser
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3 Konvergenz, Folgen und Reihen

Kšrper K = Q, R, C Sinn. Im Folgenden wird der wichtige Spezialfall des KšrpersK = R
betrachtet. Fast alle dieser Aussagen lassen sich jedoch direkt auf die anderen Kšrper
Ÿbertragen, z.B. indem manR durch C ersetzt.

Man sagt, dass eine Eigenschaft fŸrfast alle Elemente einer Folge gilt, sofern die Ei-
genschaft auf alle bis auf hšchstens endlich viele Elemente zutrifft. In diesem Sinne
konvergiert eine Folge gegen einen Grenzwert, falls fast alle Folgenglieder beliebig nahe
an dem Grenzwert liegen, oder formal:

Definition 3.3 (Konvergenz)
Eine Folge(an)n! N in R hei§t konvergentgegen denGrenzwert (Limes) a ! R, falls zu
jeder (beliebig kleinen) reellen Zahl! > 0 ein n! ! N existiert, so dass gilt:

|an " a| < ! fŸr alle n # n! .

Es ist zu beachten, dass die Zahln! vom jeweils gewŠhlten! abhŠngt. Entscheidend ist
dabei nicht der genaue Wert vonn! , sondern lediglich die Existenz eines Wertes, ab dem
die obige Bedingung bei vorgegebenem! gilt.

Konvergiert (an)n! N gegena so schreibt man

lim
n"#

an = a oder an $ a (n $ % ).

Konvergiert eine Folge fŸrn $ % nicht gegen einen Grenzwert so nennt man die Folge
divergent.

Beispiele 3.4

(a) FŸr jedesa ! R konvergiert die konstante Folgean = a (n ! N) gegen den
Grenzwert limn"# an = a.

(b) Die Folgean = 1
n+1 (n ! N) konvergiert gegen Null, denn: Zu jedem! > 0 gibt es

ein N ! N mit N > 1
! . Somit gilt fŸr alle n # N : |an " 0| = 1

n+1 < 1
n < 1

N < ! .

(c) Die Folgean = ( " 1)n (n ! N) divergiert, denn der Abstand zwischen zwei Folgen-
gliedern ist |an " an+1 | = 2. Somit kann der Abstand zwischen zu einem Grenzwert
nicht beliebig klein werden.

Eigenschaften konvergenter Folgen

Definition 3.5 (Beschränkte Folgen)
Eine Folge(an)n! N reeller Zahlen hei§t

(i) beschrŠnkt, falls alle |an | & M (n ! N) fŸr ein M ! R,

(ii) von oben beschrŠnkt, falls alle an & M (n ! N) fŸr ein M ! R,

(iii) von unten beschrŠnkt, falls alle an # M (n ! N) fŸr ein M ! R.
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3.1 Konvergenz

Zudem sei an die Cauchy-Folge erinnert. Diese dient dazu Konvergenz zu deÞnieren,
ohne dass man den Grenzwert explizit kennen muss.

DeÞnition 3.6 (Cauchy-Folge)
Eine Folge(an)n! N hei§t Cauchy-Folge, falls zu jedem! > 0 ein n! ! N existiert, so dass

|an " am| < ! fŸr alle n, m # n! .

FŸr konvergente Folgen besitzen die folgenden Eigenschaften.

Satz 3.7

(i) Der Grenzwert einer konvergenten Folge ist eindeutig.

(ii) Der Grenzwert einer konvergenten Folge bleibt gleich, wenn man endlich viele Fol-
genglieder Šndert.

(iii) Eine konvergente Folge ist beschrŠnkt.

(iv) Jede konvergente Folge ist eine Cauchy-Folge.

Beweis.

(i) Sei(an)n! N eine konvergente Folge mit den Grenzwertena und b. Dann gilt jedoch
|a " b| = |a " an| + |an " b| $ 0(n $ % ) und die Grenzwerte mŸssen gleich sein.

(ii) FŸr die konvergente Folge(an)n! N gibt es zu jedem! ein n! mit |an " a| < ! , n # n! .
Die Folge wird nun an endlich vielen Stellen abgeŠndert. Das letzte geŠnderte
Folgenglied seiar , r ! N. Dann wŠhlt man fŸr die AbschŠtzung|an " a| < ! die
Schranken = max( n! , r ) und erhŠlt erneut konvergenz gegen denselben Grenzwert.

(iii) Mit ! = 1 gilt fŸr n # n1 ! N: |an | & |an " a| + |a| & 1 + |an|. Da nur endlich viele
Folgengliederan, n < n 1 existieren gilt:

|an | < max(|a0|, |a1|, ..., |an1" 1|, 1 + |a|) fŸr alle n ! N.

(iv) Sei (an)n! N eine konvergente Folge mit Grenzwerta ! R. Dann existiert zu jedem
! > 0 ein n! ! N mit |an " a| < !

2 fŸr alle n # n! . Insbesondere gilt fŸrn, m !
N, n, m # N :

|an " am| = |an " a + a " am| & |an " a| + |am " a| <
!
2

+
!
2

< ! .

!

Bemerkung 3.8
Umgekehrt mŸssen beschrŠnkte Folgen nicht notwendigerweise konvergieren. Ein Beispiel
ist die Folge((" 1)n)n! N.

Bemerkung 3.9
FŸr Folgen im vollstŠndigen KšrperR gilt die Umkehrung: Jede Cauchy-Folge inR
konvergiert (mit Grenzwert a ! R). Denn gemŠ§ Konstruktion istR so gewŠhlt, dass
jede Cauchy-Folge inR einen Grenzwert hat.
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3 Konvergenz, Folgen und Reihen

3.2 Bestimmung von Konvergenz und Grenzwerten

Manchmal mšchte man zeigen, dass einen Folge konvergent ist, ohne dass man den
Grenzwert explizit kennt. Zum einen kann man zeigen, dass es sich um eine Cauchy-
Folge handelt. FŸr spezielle Typen von Folgen gibt es einen direkteren Schluss.

Monotone Folgen

DeÞnition 3.10 (Monotone Folgen)
Eine Folge(an)n! N hei§t

monoton wachsend, falls an ! an+1 fŸr alle n " N,

streng monoton wachsend, falls an < a n+1 fŸr alle n " N,

monoton fallend, falls an # an+1 fŸr alle n " N,

streng monoton fallend, falls an > a n+1 fŸr alle n " N.

Satz 3.11
Eine monoton wachsende und von oben beschrŠnkt Folge inR ist konvergent.

Eine monoton fallende und von unten beschrŠnkt Folge inR ist konvergent.

Beweis. (Skizze) Da(an)n! N von oben beschrŠnkt ist, existiert aufgrund der VollstŠn-
digkeit von R eine kleinste obere Schranke (das sogenannteSupremum)

a := sup
n! N

an := min { M " R | an ! M fŸr alle n " N} .

Das Supremuma " R ist der gesuchte Grenzwert, denn die Folgenglieder werden immer
grš§er, dŸrfen aber diese Schranke nicht Ÿberschreiten. FŸr monoton fallende Folgen
schlie§t man analog mit der grš§ten oberen Schranke (das sogenannteInÞmum)

a := inf
n! N

an := max{ M " R | an # M fŸr alle n " N} .

!

Beispiel 3.12
FŸr a " R, a # 0 konvergiert die rekursiv deÞnierte Folge

xn+1 :=
1
2

!
xn +

a
xn

"
,

mit jedem Startwert x0 > 0. Dies sieht man wie folgt.

Mit x0 > 0 sind auch alle Folgengliederxn > 0, n " N. Es gilt sogar

x2
n+1 $ a =

1
4

!
xn +

a
xn

" 2

$ a

=
1
4

#

x2
n + 2a +

!
a
xn

" 2

$ 4a

$

=
1
4

!
xn $

a
xn

" 2

# 0
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3.2 Bestimmung von Konvergenz und Grenzwerten

und daherx2
n ! a fŸr n ! 1 (d.h. die Folge ist nach unten beschrŠnkt).

Zudem Þndet man

xn " xn+1 = xn "
1
2

!
xn +

a
xn

"

=
1
2

!
xn "

a
xn

"
=

1
2xn

#
x2

n " a
$

! 0

und daherxn+1 # xn fŸr n ! 1 (d.h. die Folge ist monoton fallend).

Die monoton fallende, nach unten beschrŠnkte Folge ist damit konvergent. Da die Folge
konvergent ist, besitzt sie inR den Grenzwert x. FŸr xn, xn+1 $ x muss fŸr diesen
gelten:

x =
1
2

%
x +

a
x

&
bzw. x2 = a.

Grenzwerte und Anordnung

Eine Eigenschaft von Grenzwerten ist, dass sie die Anordnung nicht Šndern.

Satz 3.13
Sei (an)n! N und (bn)n! N konvergente Folgen inR mit

an # bn, fŸr alle n %N,

dann gilt fŸr die Grenzwerte ebenfalls

lim
n"#

an # lim
n"#

bn.

Beweis. (Skizze) Widerspruchsbeweis mit der Annahmelim
n"#

an > lim
n"#

bn. !

Damit lŠsst sich der Grenzwerte einer Folge bestimmen, indem man eine untere und
einer obere Folge Þndet, die denselben Grenzwert besitzt. Denn aus

an # bn # cn, fŸr alle n %N

folgt aus obigem Satz

lim
n"#

an # lim
n"#

bn # lim
n"#

cn

und gilt limn"# an = b= lim n"# cn, so folgt

b# lim
n"#

bn # b.

Dies lŠsst sich nutzen, um einen Grenzwert ausgehend von bekannten Grenzwerten zu
zeigen.
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3 Konvergenz, Folgen und Reihen

Beispiele 3.14

(i) Sei bn = 1
n2 , (n ! N+ ). Als Einschachtelung wird nun die Nullfolgean = 0, (n !

N+ ) und die Folge cn = 1
n , (n ! N+ ) verwendet. Wegen 1

n2 < 1
n , n " 1, gilt

an # 0 (n # $ ) und cn # 0 (n # $ ). Damit folgert man bn # 0 (n # $ ).
Analog zeigt man

lim
n!"

1
nk

= 0, fŸr alle Potenzenk ! N+ .

(ii) Die Folgean := 10n

n! (n ! N) konvergiert gegen 0.

Denn fŸr n " 11 gilt:

10n

n!
%

10
n

10n# 1

(n & 1)!
%

10
n

10n# 1

1 á2 á. . . (n & 2) á(n & 1)

=
10
n

1
1
10 á. . . á 9

10 á10
10 á11

10 á. . . án# 1
10

%
10
n

1
!

1
10

"10 # 0 (n # $ )

Rechenregeln fŸr Grenzwerte

Satz 3.15
Seien(an)n$ N und (bn)n$ N konvergente Folgen mit Grenzwerten

lim
n!"

an = a und lim
n!"

bn = b.

Dann sind auch die Summenfolge(an + bn)n$ N und Produktfolge (an ábn)n$ N konvergent
und fŸr die Grenzwerte gilt

(i) lim
n!"

{ an + bn} = a + b,

(ii) lim
n!"

{ an ábn} = a áb,

Ist zudem b '= 0, bn '= 0 ( n ! N), so ist die Quotientenfolge( an
bn

)n$ N konvergent mit

(iii) lim
n!"

{ an
bn

} = a
b.

Beweis. Exemplarisch wird (ii) gezeigt. Da beide Folgen konvergent sind, gibt esn! mit

|an & a| < ! und |bn & b| < ! , fŸr n " n! ,

sowie einen KonstanteM (konvergente Folgen sind beschrŠnkt) mit

|an | % M und |bn| % M fŸr n ! N.
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3.3 HŠufungspunkte und Teilfolgen

Durch das Einschieben des Terms! an áb+ an áb= 0 folgert man:

|an ábn ! a áb| = |an ábn ! an áb+ an áb! a áb|

= |an á(bn ! b) + ( an ! a) áb|

" |an | á |(bn ! b)| + |(an ! a)| á |b|

" M ! + M ! = 2M ! .

Beispiele 3.16

(i) FŸr die Multiplikation mit der konstanten Folge (c)n! N gilt lim
n"#

{ c áan} = cáa und

Allgemein fŸr beliebigec, d # R:

lim
n"#

{ c áan + d ábn} = c á lim
n"#

an + d á lim
n"#

bn = c áa + d áb.

(ii)

lim
n"#

n
n + 1

= lim
n"#

!
1 !

1
n + 1

"
= lim

n"#
1 ! lim

n"#

1
n + 1

= 1 ! 0 = 1

(iii)

lim
n"#

!
5n + 1
3n ! 10

"
= lim

n"#

!
5 + 1

n

3 ! 10
n

"
=

lim
n"#

{ 5 + 1
n }

lim
n"#

{ 3 ! 10
n }

=
5 + 0
3 ! 0

=
5
3

(iv)

lim
n"#

#$
n(

$
n + 1 !

$
n)

$
= lim

n"#

!
$

n
n + 1 ! n

$
n + 1 +

$
n

"
= lim

n"#

! $
n

$
n + 1 +

$
n

"

= lim
n"#

%
&

'
1

(
1 + 1

n + 1

)
*

+
=

1
1 + 1

=
1
2

Bemerkung 3.17
FŸr das Rechnen mit den Grenzwerte ist es essentiell, dass die Folgen konvergent sind.
FŸr nicht-konvergente Folgen (z.B.limn"# n = %) lŠsst sich durch obige Rechenregeln
keine Aussage tre! en. So lŠsst sich ã## Ò nicht ermitteln, dennlimn"#

n
n2 = 0, limn"#

n
n =

1 und limn"#
n2

n = %. Vor der Verwendung obiger Rechenregeln muss zunŠchst die
Konvergenz der Folgenan und bn gezeigt werden.

3.3 HŠufungspunkte und Teilfolgen

DeÞnition 3.18 (HŠufungspunkt)
Ein Punkt a # R hei§t HŠufungspunkteiner Folge(an)n! N, falls zu jedem! > 0 immer
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3 Konvergenz, Folgen und Reihen

unendlich viele Folgengliederan mit einem Abstand von hšchstens! zu a gibt, d.h. fŸr
jedesN ! N gibt es einan, n " N mit

|an # a| < ! .

Beispiel 3.19
Die reelle Folgean = ( # 1)n hat zwei HŠufungspunktea = 1 und a = # 1.

Beispiel 3.20
Jede konvergente Folge hat genau einen HŠufungspunkt, nŠmlich den Grenzwert der
Folge.

Besitzt eine Folge mehr als einen HŠufungspunkt, dann kann man sich auch die Folgen-
glieder beschrŠnken, die in der NŠhe eines HŠufungspunktes liegen. Man wŠhlt also die
Folgenglieder entsprechend aus. Dies nennen man das bilden einer Teilfolge.

DeÞnition 3.21 (Teilfolge)
Sei(an)n! N eine Folge. Eine Folge(bm)m! N hei§t Teilfolge von(an)n! N, falls es eine streng
monotone Folge von Indizesn1 < n 2 < n 3 < . . . gibt, so dassbm = anm fŸr alle m ! N.

Zu einer Folge mit mehr als einem HŠufungspunkt kann man somit eine Teilfolge aus-
wŠhlen, die dann gegen den HŠufungspunkt konvergiert.

DeÞnition 3.22 (Limes superior/inferior)
Zu einer Folge reeller Zahlen(an)n! N mit mindestens einem HŠufungspunkt. Den grš§ten
HŠufungspunkt bezeichnet man alsLimes superior lim sup

n"#
an. Den kleinsten HŠufungs-

punkt bezeichnet man alsLimes inferior lim inf
n"#

an.

FŸr beschrŠnkte Folgen inR gilt folgender Satz, der hier ohne Beweis angegeben wird.

Satz 3.23 (Bolzano-Weierstra§)
Jede beschrŠnkte Folge reeller Zahlen besitzt einen grš§ten und einen kleinsten HŠu-
fungswert. Jede beschrŠnkte Folge reeller Zahlen besitzt daher eine konvergente Teilfol-
ge.

3.4 Reihen

Ein berŸhmtes Paradoxon der antiken Griechen stammt vom Zenon: Der schnelle Achilles
versucht eine langsame Schildkršte zu erreichen. Doch obwohl Achilles doppelt so schnell
ist wie die Schildkršte, scheint es ihm nicht zu gelingen. Denn jedes Mal, wenn Achilles
den Punkt erreicht, an dem sich die Schildkršte aktuell beÞndet, ist diese ebenfalls
ein StŸck weiter gekommen. Daher muss Achilles erneut versuchen, die Schildkršte auf
dieser nun halb so langen Strecke zu erreichen. Dieses Spiel scheint sich unendlich oft zu
wiederholen und Achilles erreicht die Schildkršte folglich nicht.
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3.4 Reihen

SA
t = 0 min

! t = 1 min

! t =
1
2

min

! t =
1
4

min

t = 1 +
1
2

min

t = 1 +
1
2

+
1
4

min

SA

SA

...

t = 1 min

SA

. . .�t =
1
8

min

Abbildung 3.1: Paradoxon von Zenon: Der doppelt so schnelle Achilles (A) scheint die
Schildkršte (S) niemals zu erreichen, denn diese ist immer bereits ein
(wenn auch kleineres) StŸck weiter, wenn Achilles den Punkt erreicht,
an dem sich die Schildkršte aktuell beÞndet.

Der Trugschluss in diesem Paradoxon liegt darin, dassunendliche Summedurchaus
endliche Werte annehmen kšnnen. So betrŠgt die von Achilles benštigte Zeit

T = 1 +
1
2

+
1
4

+
1
8

+
1
16

+ . . . =
!!

k=0

1
2k

und diese Summe hat einen endlichen Wert. Von der mathematischen Behandlung solcher
unendlichen Summen handelt dieses Kapitel.

Zu jeder Folge(an)n" N lassen sich endlich viele der Folgenglieder aufsummieren. Eine
solche Teilsumme nennt man diePartialsumme

sn :=
n!

k=0

ak.

So entsteht eine neue Folge(sn)n" N, deren Konvergenz man untersuchen kann.

DeÞnition 3.24 (Reihe)
Eine Reihe mit den Gliedern ak ist die unendliche Summe

!!

k=0

ak,
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3 Konvergenz, Folgen und Reihen

die verstanden wird als die Folge derPartialsummen

sn :=
n!

k=0

ak mit n ! " .

Existiert der Grenzwert limn!" sn , so hei§t die Reihekonvergent, andernfallsdivergent.

Beispiel 3.25 (Geometrische Reihe)
Die sogenanntegeometrische Reiheist gegeben durch

1 + q+ q2 + q3 + q4 + . . . =
"!

k=0

qk.

Diese Reihe ist fŸr|q| < 1 konvergent. Betrachtet man nŠmlich die Partialsummen, so
Þndet man durch

(1 # q) á

"
n!

k=0

qk

#

= 1 á

"
n!

k=0

qk

#

# qá

"
n!

k=0

qk

#

=
n!

k=0

qk #
n+1!

k=1

qk = 1 # qn+1

zunŠchst diegeometrische Summenformel
n!

k=0

qk =
1 # qn+1

1 # q
fŸr alle n $ N.

Somit folgt fŸr den Grenzwert der Reihe
"!

k=0

qk = lim
n!"

n!

k=0

qk = lim
n!"

1 # qn+1

1 # q
=

1
1 # q

.

Beispiel 3.26 (Harmonische Reihe)
Die sogenanntharmonische Reiheist gegeben durch

1 +
1
2

+
1
3

+
1
4

+
1
5

+ . . . =
"!

k=1

1
k

.

Diese Reihe divergiert. Denn betrachtet man die Partialsumme fŸrn = 2k, so Þndet man
die AbschŠtzung

s2k = 1 +
1
2

+
1
3

+
1
4

+
1
5

+ . . . +
1
n

= 1 +
1
2

+
$

1
3

+
1
4

%
+

$
1
5

+ . . . +
1
8

%
+

$
1

2k# 1 + 1
+ . . . +

1
2k

%

% 1 +
1
2

+
$

1
4

+
1
4

%
+

$
1
8

+ . . . +
1
8

%
+

$
1
2k

+ . . . +
1
2k

%

= 1 +
1
2

+ 2 á
1
4

+ 4 á
1
8

+ 2k# 1 á
1
2k

= 1 + k á
1
2

! " (k ! " ).
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3.5 Konvergenzkriterien fŸr Reihen

3.5 Konvergenzkriterien fŸr Reihen

Ein Konvergenzkriterium fŸr Reihen erhŠlt man, indem man das Cauchy-Kriterium fŸr
die Folge der Partialsummen anwendet.

Satz 3.27 (Cauchy-Kriterium fŸr Reihen)
Eine Reihe ist genau dann konvergent, wenn es fŸr jedes! > 0 ein n! gibt, so dass gilt:

|sn ! sm | = |
n!

k= m+1

ak| < ! fŸr alle n " m " n! .

Beweis. Dies ist das Cauchy-Kriterium fŸr die Folge der Partialsummen(sn)n! N.

Damit eine Reihe Ÿberhaupt konvergierten kann, mŸssen die Reihenglieder eine Nullfolge
bilden. Denn mit sn # s gilt immer an = sn ! sn" 1 # s ! s = 0.

Sind alle Elemente der Summe positiv, so ist die Folge der Partialsummen monoton
wachsend. Ist sie zudem beschrŠnkt, dann muss die Reihe konvergieren.

Satz 3.28 (Konvergenz fŸr nicht-negative Reihen)
Eine Reihe

"
ak mit nicht-negativen Gliedernak " 0 konvergiert genau dann, wenn die

Folge der Partialsummen beschrŠnkt ist, d.h. es gibt einM $ R, mit
n!

k=0

ak % M fŸr alle n $ ! .

Analog zu Folgen lassen sich die Reihen auch gegen andere Reihen abschŠtzen.

Satz 3.29 (Majoranten-Kriterium)

Gilt |ak| % |bk| fŸr alle k $ N und konvergiert die Reihe
#"

k=0
|bk|, dann konvergiert auch

#"

k=0
ak mit

|
#!

k=0

ak| %
#!

k=0

|bk|.

Beweis. Folgerung aus dem Anordnungssatz fŸr Grenzwerte angewendet auf die Parti-
alsummenfolge.

DeÞnition 3.30 (Absolut konvergente Reihe)
Eine Reihe hei§tabsolut konvergent, falls die Summe der BetrŠge

#!

k=0

|ak|

konvergiert.
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3 Konvergenz, Folgen und Reihen

Eine absolut konvergente Reihe ist immer auch konvergent, wie man aufgrund der Drei-
ecksungleichung direkt sieht:

|
n!

k=0

ak| !
n!

k=0

|ak|.

Durch AbschŠtzung gegen die geometrische Reihe Þndet man zwei weitere Kritierien.

Satz 3.31 (Wurzel-Kriterium)
Gilt mit 0 < q < 1, dass fŸr fast alle (d.h. alle bis auf endlich viele) Summenglieder gilt

k
"

|ak| ! q < 1,
#

d.h. lim sup
k!"

k
"

|ak| < 1
$

dann konvergiert die Reihe absolut. Gilt k
"

|ak| > 1 fŸr unendlich viele k " N, so
divergiert die Reihe.

Beweis. Aus |ak| ! qk folgt, dass die geometrische Reihe eine Majorante ist und diese
konvergiert fŸr |q| < 1. Gilt k

"
|ak| > 1, so auch|ak| > 1 und die Glieder bilden nicht

einmal einen Nullfolge.

Satz 3.32 (Quotienten-Kriterium)
Gilt mit 0 < q < 1, dass fŸr fast alle (d.h. alle bis auf endlich viele) Summenglieder gilt

%
%
%
%
ak+1

ak

%
%
%
%! q < 1,

#
d.h. lim sup

k!"

%
%
%
%
ak+1

ak

%
%
%
%< 1

$

dann konvergiert die Reihe absolut.

Beweis. Aus |ak+1 /a k| ! q fŸr alle k # N folgt

|ak| ! q|ak# 1| ! q2|ak# 2| ! . . . ! qk# N |aN |.

Somit hat die Reihe mit

|aN |q# N
"!

k= N

qk

eine konvergente Majorante fŸr|q| < 1.

Beispiel 3.33 (Eulersche Zahl)
Die Reihe

e :=
"!

k=0

1
k!

konvergiert. Ihr Wert e $ 2, 7182818. . . hei§t Eulersche Zahl.

Die Konvergenz sieht man mit dem Quotientenkriterium. FŸrk # 1 gilt
%
%
%
%
ak+1

ak

%
%
%
%=

1
(k+1)!

1
k!

=
k!

(k + 1)!
=

1
k + 1

!
1
2

< 1.

und damit ist der grš§te HŠufungswert echt kleiner eins.
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3.6 Potenzreihen

3.6 Potenzreihen

DeÞnition 3.34 (Potenzreihe)
Eine Reihe der Form

P(x) :=
!!

k=0

ak(x ! x0)n = a0 + a1(x ! x0) + a2(x ! x0)2 + . . .

hei§t Potenzreihemit Koe! zienten ak " R, Entwicklungspunktx0 " R und Argument
x " R.

Satz 3.35 (Konvergenzradius von Potenzreihen)
Eine Potenzreihe

P(x) =
!!

k=0

ak(x ! x0)n

konvergiert absolut fŸr alle Argumentex " R, die innerhalb des sogenanntenKonver-
genzradius! liegen,

|x ! x0| < ! :=
1

lim sup
k"!

k
"

|ak|

#
mit formal:

1
0

:= # und
1
#

:= 0
$

und divergiert fŸr |x ! x0| > ! . Existiert der Grenzwert

! :=
1

lim
k"!

%
%
%ak +1

ak

%
%
%
,

so entspricht dies ebenfalls dem Konvergenzradius.

Beweis. GemŠ§ Wurzelkriterium gilt:

lim sup
k"!

k
"

|ak(x ! x0)k | = |x ! x0| álim sup
k"!

k
"

|ak|

=
|x ! x0|

!
=

&
< 1, fŸr |x ! x0| < ! ,

> 1, fŸr |x ! x0| > ! .

Analog folgert man mit dem Quotientenkriterium.

Die wohl wichtigste Potenzreihe ist die Exponentialfunktion.

DeÞnition 3.36
Die Exponentialfunktion ist gegeben durch

exp(x) :=
!!

k=0

xn

n!
.
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3 Konvergenz, Folgen und Reihen

Die Exponentialfunktion ist Ÿberall konvergent, wie das Quotientenkriterium zeigt:
!
!
!
!
ak+1

ak

!
!
!
! =

!
!
!
!

xk+1

(k + 1)!
k!
xk

!
!
!
! =

|x|
k + 1

!
1
2

< 1 fŸr alle k " 2|x|.

Absolut konvergente Reihen lassen sich multiplizieren.

Satz 3.37 (Cauchy-Produkt)

Seien
!"

k=0
ak und

!"

k=0
bk zwei absolut konvergente Reihen. Dann gilt

#
!$

k=0

ak

%

á

#
!$

k=0

bk

%

=
!$

k=0

#
k$

j =0

aj bk" j

%

.

Man nennt

k$

j =0

aj bk" j

dasCauchy-Produkt.

Beweis. (Skizze) Ausmultiplizieren der endlichen Summe, Dreiecksungleichung und Grenz-
Ÿbergang fŸrn # $ .

FŸr die Exponentialfunktion ergibt sich damit folgendes Resultat.

Satz 3.38 (Funktionalgleichung fŸr die Exponentialfunktion)
Es gilt

exp(x) áexp(y) = exp( x + y).

Beweis. (†bung)
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