3 Konvergenz, Folgen und Reihen

FYr die EinfYhrung der reellen Zahlen waren Cauchy-Folgen von rationalen Zahlen von
gro8er Bedeutung. Ganz Allgemein lassen sich Folgen von Elementen in einer beliebigen
MengeA betrachten.

Debpnition 3.1 (Folgen)
Unter einer Folge (an)nen = (@9, @1, a2, ...) in €iner MengeA versteht man eine Abbildung
N! A. Jeder natYrlichen Zahin " N wird dabei ein Folgenlied a, " A zugeordnet.

Beispiele 3.2

(@) Mit der Vorschrift a, = n (n " N) erhSlt man die Folge(an)nen = (0,1,2,3,..)
und es gilta, " N (n" N).

(b) F¥ra, = =5 (n " N) erhSIt man die Folge(a)nen = (1,3,%,...) und es gilt
a," Q(n" N).

(c) Es sei eine Population gegeben, die in jedem Jahr um einen festen Faktor wSchst
(z.B. um 10%). Ausgehend von einer Anfangspopulatian " R ist somit die Grs8e
nach 1 Jahra, 4q (q= 1, 1 fYr 10%), nach Jahr 2 betrSgt si@, 49 &g, usw. .. Dies
debniert die sogenannte geometrische Folge= a, &q" (n " N).

(d) Ein Guthaben G, sei jShrlich um einen Zinssatp verzinst, d.h. nach einem Jahr
erhSlt man das Gelds; = Gy§1+ p) zurYck (z.B.p = 0, 05bei 5% Zinsen). Addiert
man die Zinsen bereits nach einem halben Jahr (mit halbem Zinssatz) und verzinst
diese am Ende des Jahres mit, so erhSlt mad, = G, a(1 + £)?. Teilt man das
Jahr in drei Teile, so ergibt sich eine Verzinsung voG; = Gy a(1 + 5)3. Allgemein
strebt die Folgea, = (1+ £)" gegen den Faktor fYr kontinuerliche Verzinsung (d.h.
beliebig kleine Verzinsungsintervalle).

3.1 Konvergenz

Von der Konvergenz einer Folge gegen einen Grenzwefti.es) spricht man, wenn die
Folgenglieder diesem Grenzwert ab einem Folgenglied beliebig nahe kommen. Dazu bens-
tigt man eine MSglichkeit den Abstand zwischen dem Grenzwert und den Folgengliedern
messen zu kdnnen. FYr die Krpef), R und C kann man den Betrag debnieren und
der Abstand zwischen zwei Elemente dieser K3rper,z I1Ssst sich Yber die Abstands-
funktion |z # Z/| ermitteln. Daher macht die DePnition der Konvergenz fYr alle dieser
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3 Konvergenz, Folgen und Reihen

KSrper K = @Q, R, C Sinn. Im Folgenden wird der wichtige Spezialfall des KSrpeii§ = R
betrachtet. Fast alle dieser Aussagen lassen sich jedoch direkt auf die anderen KSrper
Ybertragen, z.B. indem marR durch C ersetzt.

Man sagt, dass eine Eigenschaft f¥fast alle Elemente einer Folge gilt, sofern die Ei-
genschaft auf alle bis auf hSchstens endlich viele Elemente zfitri In diesem Sinne
konvergiert eine Folge gegen einen Grenzwert, falls fast alle Folgenglieder beliebig nahe
an dem Grenzwert liegen, oder formal:

Definition 3.3 (Konvergenz)
Eine Folge(an)n: v in R hei8t konvergentgegen denGrenzwert (Limes) a ! R, falls zu
jeder (beliebig kleinen) reellen Zahl > 0 einn, ! N existiert, so dass gilt:

lan " a] <! fYrallen # n,.

Es ist zu beachten, dass die Zahl, vom jeweils gewShltert abhSngt. Entscheidend ist
dabei nicht der genaue Wert vom,, sondern lediglich die Existenz eines Wertes, ab dem
die obige Bedingung bei vorgegebenehwilt.

Konvergiert (an)n v gegena so schreibt man

im an = a oder an$ a (n$% ).
n

Konvergiert eine Folge fYm $ % nicht gegen einen Grenzwert so nennt man die Folge
divergent

Beispiele 3.4

(@) FYr jedesa ! R konvergiert die konstante Folgea, = a (n ! N) gegen den
Grenzwertlimy+ ap = a.

(b) Die Folgea, = == (n! N) konvergiert gegen Null, denn: Zu jederh > 0 gibt es
ein N! Nmit N > {. SomitgiltfYrallen# N:|a," 0= L <<l <1

n+1l
(c) Die Folgea, = (" 1)" (n! N) divergiert, denn der Abstand zwischen zwei Folgen-
gliedernist|an" an+1| = 2. Somit kann der Abstand zwischen zu einem Grenzwert
nicht beliebig klein werden.

Eigenschaften konvergenter Folgen

Definition 3.5 (Beschrankte Folgen)
Eine Folge(an)n v reeller Zahlen hei§t

(i) beschrSnktfalls alle |an| & M (n! N) fYreinM ! R,
(i) von oben beschrSnkfalls allea, & M (n! N) f¥reinM ! R,
(iii) von unten beschrSnkffalls allea, # M (n! N) f¥reinM ! R.
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3.1 Konvergenz

Zudem sei an die Cauchy-Folge erinnert. Diese dient dazu Konvergenz zu debnieren,
ohne dass man den Grenzwert explizit kennen muss.

DePnition 3.6 (Cauchy-Folge)
Eine Folge(an)n: n hei8t Cauchy-Folge falls zu jedem! > O einn, ! N existiert, so dass

lan " an| <! fYrallen,m# n,.

FYr konvergente Folgen besitzen die folgenden Eigenschaften.
Satz 3.7

(i) Der Grenzwert einer konvergenten Folge ist eindeutig.

(i) Der Grenzwert einer konvergenten Folge bleibt gleich, wenn man endlich viele Fol-
genglieder Sndert.

(i) Eine konvergente Folge ist beschrSnkt.
(iv) Jede konvergente Folge ist eine Cauchy-Folge.

Beweis.

(i) Sei(an)n: n €ine konvergente Folge mit den Grenzwertesmund b. Dann gilt jedoch
la™ b= |a" a,|+ ]a," b$ O(n$% ) und die Grenzwerte mYssen gleich sein.

(i) FYr die konvergente Folgéa,),, n gibt es zu jedem einn, mit |a," a] <!, n# n,.
Die Folge wird nun an endlich vielen Stellen abgeSndert. Das letzte geSnderte
Folgenglied seia,,r ! N. Dann wShit man fYr die AbschStzunda, " a| < ! die
Schranken = max(n,, r) und erhSIt erneut konvergenz gegen denselben Grenzwert.

(i) Mit ! =1 giltfYrn# ny! N:|a,| & |a," a|+ |a] & 1+ |a,|. Da nur endlich viele
Folgengliedera,,, n < n existieren gilt:

lan| < max(|agl, |a, ..., [an," 1|, 1 + |a]) fYrallen! N.

(iv) Sei(an)n n €ine konvergente Folge mit Grenzwera! R. Dann existiert zu jedem
I'>0einn ! Nmitl|a," a < ;fYrallen # n,. Insbesondere gilt fYm, m !
N, nm# N :

I
lan " am|=lan " a+ a" an| & lan" al+ |lan " a|<§+§<!.

Bemerkung 3.8
Umgekehrt mYssen beschrSnkte Folgen nicht notwendigerweise konvergieren. Ein Beispiel
ist die Folge ((" 1)")n! n-

Bemerkung 3.9

FYr Folgen im vollstSndigen K3rperR gilt die Umkehrung: Jede Cauchy-Folge irR
konvergiert (mit Grenzwert a ! R). Denn gemS§ Konstruktion istR so gewShlt, dass
jede Cauchy-Folge inR einen Grenzwert hat.
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3 Konvergenz, Folgen und Reihen

3.2 Bestimmung von Konvergenz und Grenzwerten

Manchmal mSchte man zeigen, dass einen Folge konvergent ist, ohne dass man den
Grenzwert explizit kennt. Zum einen kann man zeigen, dass es sich um eine Cauchy-
Folge handelt. FYr spezielle Typen von Folgen gibt es einen direkteren Schluss.

Monotone Folgen

DePnition 3.10 (Monotone Folgen)
Eine Folge(an)n N heiSt
monoton wachsendg falls a,! a1 fYrallen"
streng monoton wachsendfalls a, <ap+ fYrallen"
monoton fallend, falls a, # an+1 fYr allen "
streng monoton fallend, falls a, >an+ fYrallen"

zzzz

Satz 3.11
Eine monoton wachsende und von oben beschrSnkt FolgeRrist konvergent.

Eine monoton fallende und von unten beschrSnkt Folge R ist konvergent.

Beweis. (Skizze) Da(a,)n n VON oben beschrSnkt ist, existiert aufgrund der VollstSn-
digkeit von R eine kleinste obere Schranke (das sogenan&epremurm)
a:=supa,:=min{M " R|a,! M fYrallen" N}.
n!' N
Das Supremuma " R ist der gesuchte Grenzwert, denn die Folgenglieder werden immer
grs8er, dYrfen aber diese Schranke nicht Yberschreiten. FYr monoton fallende Folgen
schlie§t man analog mit der gr§8ten oberen Schranke (das sogenanimemum)

a:= ianan =max{M " R|a, # M fYrallen" N}.
n!

Beispiel 3.12
FYra" R,a# 0 konvergiert die rekursiv (ljebnierte"FoIge
Xn+1 1= L X +
n+l -— 2 n X ’

mit jedem Startwert xo > 0. Dies sieht man wie folgt.

Mit xo > 0 sind auch alle Folgengliedek, > O,n " N. Es gilt sogar
| n
2

1 a
Xﬁ+1$a:£—1 Xn+X_ $a
# n ! ll2 $ ! ||2
1 ., a 1 a
== x2+2a+ — $4a => x,$— #0
4 N Xn $ 4 n$xn
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3.2 Bestimmung von Konvergenz und Grenzwerten

und daherx2 ! afYrn! 1 (d.h. die Folge ist nach unten beschrSnkt).
Zudem Pndet man

n n 1 a
Xn Xn+1 = Xp 5 Xnt —
| 2 n Xn
1 a 1 #,, %
= - X" — = xp"al o
2 7" x, 2, "

und daherx,.1 # x, fYrn! 1 (d.h. die Folge ist monoton fallend).

Die monoton fallende, nach unten beschrSnkte Folge ist damit konvergent. Da die Folge
konvergent ist, besitzt sie inR den Grenzwertx. FYr X,,Xn+1 $ X muss fYr diesen
gelten:

Grenzwerte und Anordnung

Eine Eigenschaft von Grenzwerten ist, dass sie die Anordnung nicht Sndern.

Satz 3.13
Sei(ay)n n und (by)n n konvergente Folgen inR mit

a, # b, fYr allen %N,
dann gilt fYr die Grenzwerte ebenfalls

nI"'Ln an # nll!gn b.
Beweis. (Skizze) Widerspruchsbeweis mit der Annahqun an > I,i,Ln b,. !
n n

Damit ISsst sich der Grenzwerte einer Folge bestimmen, indem man eine untere und
einer obere Folge Pndet, die denselben Grenzwert besitzt. Denn aus
a, # b # ¢, fYr allen %N
folgt aus obigem Satz
fim aq # lim by # lim c;
und gilt lim,» a, = b=Ilim % ¢, so folgt
b# lim b, # b.
n"#

Dies ISsst sich nutzen, um einen Grenzwert ausgehend von bekannten Grenzwerten zu
zeigen.
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3 Konvergenz, Folgen und Reihen

Beispiele 3.14

(i) Seib, = niz (n! N™). Als Einschachtelung wird nun die Nullfolgea, = 0, (n!
N*) und die Folgec, = %, (n! N*) verwendet. Wegen-> < Z,n " 1, gilt
an# ON#S$ )undc, # O(n#$ ). Damit folgert manb, # O (n# $ ).
Analog zeigt man

. 1 .
lim —- =0, fYr alle Potenzenk ! N*.
n!" n

(i) Die Folgea, = 1%, (n! N) konvergiert gegen 0.
Denn fYrn" 11 gilt:

10, 10 1007 10 107
N nm&l) nla2a. (n&2)ana&l)
10 1 10

1
= = %—t+ T _#0 (N#S )
1 4 49 4210 511 A4 sn#l 1 10
n 10 a...a—lo a—lo a—lo a...a—lo n 15

Rechenregeln fYr Grenzwerte

Satz 3.15
Seien(an)nsn UNd (B)ngn konvergente Folgen mit Grenzwerten

lim a, = a und lim b, = b.
n!" n!"

Dann sind auch die Summenfolgéa, + ),y Und Produktfolge (a, b )nsn konvergent
und fYr die Grenzwerte gilt

() lim{an + by} = a+h
(i) nI!i"m {a, &} = adb,
Ist zudemb=0,k3, =0 (n! N), so ist die Quotientenfolge(’;‘)n—”)nw konvergent mit
(i) lim {3} = 2.
Beweis. Exemplarisch wird (ii) gezeigt. Da beide Folgen konvergent sind, gibt @s mit
la, & a] <! und b, & b < !, fYrn" ny,
sowie einen KonstanteVl (konvergente Folgen sind beschrSnkt) mit

lan] %M und || %M fYrn! N.
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3.3 HSufungspunkte und Teilfolgen

Durch das Einschieben des Terms a, ab+ a, &b =0 folgert man:

la, b, ! aab = |a, ab, ! a, db+ a, ab! aab
= lana(bh! b+ (a,! a)ab
" laslafby ! B+ (@ ! a)lap
"MI+M!I=2M1!.

Beispiele 3.16

(i) FYr die Multiplikation mit der konstanten Folge (), n gilt Ij.Ln {céa,} = cdaund
. n
Allgemein fYr beliebigec, d# R:

lim {céa, + dab,} = calim a, + dalim h, = cda+ dab.
n"# n"# n"#

(if)
I mn
) o 1 ) .
lim n = lim 1! =lim 1! Im —=11!1 0=1
nt n+1 n"# n+1 n"# n"#
(iii)
| " | " :
i Sn+l 5+1 Im{5+% 5.0 5
8 3110 0% 31 % " m{3l O} 310 3
n
(iv)
| " | "
C#g s $ 5 'g i1 %y
lim n( n+1! n) =lim ng$—$— =1Ilm $—$—
n"# % n+1+ n n"# n+1+ n
& g7 1 1
:||"rn .( = = —
n"# 1+%+1+ 1+1 2

Bemerkung 3.17

FYr das Rechnen mit den Grenzwerte ist es essentiell, dass die Folgen konvergent sind.
FYr nicht-konvergente Folgen (z.Blim,+ n = %) ISsst sich durch obige Rechenregeln
keine Aussage treen. So |Ssst sich’f‘;é(‘) nicht ermitteln, dendim n”—z =0, limy % =

1 und limy- ”n—z = %. Vor der Verwendung obiger Rechenregeln muss zunSchst die
Konvergenz der Folgera, und b, gezeigt werden.

3.3 HSufungspunkte und Teilfolgen

Depnition 3.18 (HSufungspunkt)
Ein Punkt a# R hei§t HSufungspunkteiner Folge(an)n: N, falls zu jedem! > O immer
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3 Konvergenz, Folgen und Reihen

unendlich viele Folgenglieder, mit einem Abstand von hichstend zu a gibt, d.h. fYr
jedesN ! N gibt es eina,,n" N mit

la, # a| < !.

Beispiel 3.19
Die reelle Folgea, = (# 1)" hat zwei HSufungspunktea =1 und a= # 1.

Beispiel 3.20
Jede konvergente Folge hat genau einen HSufungspunkt, nSmlich den Grenzwert der
Folge.

Besitzt eine Folge mehr als einen HSufungspunkt, dann kann man sich auch die Folgen-
glieder beschrSnken, die in der NShe eines HSufungspunktes liegen. Man wShit also die
Folgenglieder entsprechend aus. Dies nennen man das bilden einer Teilfolge.

DePnition 3.21 (Teilfolge)
Sei(a,)n n €ine Folge. Eine Folgéb,, )m: n hei8t Teilfolge von(a,)n n, falls es eine streng
monotone Folge von Indizes; <n, <nsz<... gibt, so dassh, = a,, fYrallem! N.

Zu einer Folge mit mehr als einem HSufungspunkt kann man somit eine Teilfolge aus-
wShlen, die dann gegen den HSufungspunkt konvergiert.

DebPnition 3.22 (Limes superior/inferior)

Zu einer Folge reeller Zahlela, ). y Mit mindestens einem HSufungspunkt. Den gri§ten

HSufungspunkt bezeichnet man alkimes superior lim supa,. Den kleinsten HSufungs-
n"#

punkt bezeichnet man ald.imes inferior Iirp#inf an.
n

FYr beschrSnkte Folgen iR gilt folgender Satz, der hier ohne Beweis angegeben wird.

Satz 3.23 (Bolzano-Weierstra8)
Jede beschrSnkte Folge reeller Zahlen besitzt einen gr§§ten und einen kleinsten HSu-
fungswert. Jede beschrSnkte Folge reeller Zahlen besitzt daher eine konvergente Teilfol-

ge.

3.4 Reihen

Ein berYhmtes Paradoxon der antiken Griechen stammt vom Zenon: Der schnelle Achilles
versucht eine langsame SchildkrSte zu erreichen. Doch obwohl Achilles doppelt so schnell
ist wie die Schildkrste, scheint es ihm nicht zu gelingen. Denn jedes Mal, wenn Achilles
den Punkt erreicht, an dem sich die Schildkrste aktuell bebndet, ist diese ebenfalls
ein StYck weiter gekommen. Daher muss Achilles erneut versuchen, die Schildkrste auf
dieser nun halb so langen Strecke zu erreichen. Dieses Spiel scheint sich unendlich oft zu
wiederholen und Achilles erreicht die Schildkrste folglich nicht.
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3.4 Reihen

A —s S—
t =0 min } } >
't=1 min
A— S—
t =1 min } } >
It:}min
2
1 A
t=1+§min i i >
1 .
!t:me
AS
1
1

t=1+ }+}min
- 2 4

Abbildung 3.1: Paradoxon von Zenon: Der doppelt so schnelle Achilles (A) scheint die
Schildkrste (S) niemals zu erreichen, denn diese ist immer bereits ein
(wenn auch kleineres) StYck weiter, wenn Achilles den Punkt erreicht,
an dem sich die SchildkrSte aktuell bebndet.

Der Trugschluss in diesem Paradoxon liegt darin, dassnendliche Summedurchaus
endliche Werte annehmen k3nnen. So betrSgt die von Achilles benstigte Zeit

1 1 1 S
T=1+ -+ -+ -+ —+ ...= —
2 4 8 16 oK

und diese Summe hat einen endlichen Wert. Von der mathematischen Behandlung solcher
unendlichen Summen handelt dieses Kapitel.

Zu jeder Folge(a,)n-n lassen sich endlich viele der Folgenglieder aufsummieren. Eine
solche Teilsumme nennt man di®artialsumme
! n
S, = a.
k=0
So entsteht eine neue Folgés, ), N, deren Konvergenz man untersuchen kann.

Debnition 3.24 (Reihe)
Eine Reihe mit den Gliedern ay ist die unendliche Summe

A,
k=0
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3 Konvergenz, Folgen und Reihen

die verstanden wird als die Folge dePartialsummen
! n
Sy = ay mit n!"
k=0

Existiert der Grenzwertlim,,» s,, so hei8t die Reihekonvergent andernfallsdivergent

Beispiel 3.25 (Geometrische Reihe)
Die sogenanntggeometrische Reihest gegeben durch

1+gq+ F+ P+ +...= .

Diese Reihe ist fY1ig] < 1 konvergent. Betrachtet man nSmlich die Partialsummen, so
Pndet man durch
n n # n #
In In In In n+l
(1# g) & o =14 o #qa o = o# d=1#qg*
k=0 k=0 k=0 k=0 k=1
zunSchst diegeometrische Summenformel

In n+1
o = 1#97 fYrallen$ N.

- 1# ¢

Somit folgt fYr den Grenzwert der Reihe

- n
g = lim o = lim
r "

k=0 k=0

1# gt 1
1#q 1#q

Beispiel 3.26 (Harmonische Reihe)
Die sogenanntharmonische Reihest gegeben durch
1.1 1 1 I

1
1+ 24+ 2+ >+ =2+ ...= -
2 3 4 5 k

Diese Reihe divergiert. Denn betrachtet man die Partialsumme fYir= 2%, so Pndet man
die AbschStzung

1 1 1 1
Sk =1+ Z+ 4+ "+ -+ ...+ =
2 8 4 N oy %
1 1 1 1 1 1 1
slror 3t f Tty t ot ot &
$ % $ % %
%1+}+ }+} + }+ +} + i+ +i
2 4 4 8 8 2k T 9k
1 1 1 1
=1+ _+24-+4 4= +2" 15
2 4 8 2K
=1+ké%!" k1" ).
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3.5 Konvergenzkriterien fYr Reihen

3.5 Konvergenzkriterien fYr Reihen

Ein Konvergenzkriterium fYr Reihen erhSIt man, indem man das Cauchy-Kriterium fYr
die Folge der Partialsummen anwendet.

Satz 3.27 (Cauchy-Kriterium fYr Reihen)
Eine Reihe ist genau dann konvergent, wenn es fYr jedes 0 ein n, gibt, so dass gilt:
! n
ISn ! Sm| = | a| <! fYrallen" m" n,.

k=m+1
Beweis. Dies ist das Cauchy-Kriterium fYr die Folge der Partialsummes,)n: -

Damit eine Reihe Yberhaupt konvergierten kann, mYssen die Reihenglieder eine Nullfolge
bilden. Denn mits, # s giltimmer a, = sp! sy»1# s! s=0.

Sind alle Elemente der Summe positiv, so ist die Folge der Partialsummen monoton
wachsend. Ist sie zudem beschrSnkt, dann muss die Reihe konvergieren.

Satz 3.28 (Konvergenz fYr nicht-negative Reihen)
Eine Reihe ax mit nicht-negativen Gliederna, " 0 konvergiert genau dann, wenn die
Folge der Partialsummen beschrSnkt ist, d.h. es gibt el $ R, mit

!n
a %M fYrallen$ ! .
k=0

Analog zu Folgen lassen sich die Reihen auch gegen andere Reihen abschStzen.

Satz 3.29 (Majoranten-Kriterium)

e '#
Gilt |ax]| % |b| fYr allek $ N und konvergiert die Reihe  |k|, dann konvergiert auch
w k=0
a, mit
k=0
!# | #

| al% |k
k=0 k=0

Beweis. Folgerung aus dem Anordnungssatz fYr Grenzwerte angewendet auf die Parti-
alsummenfolge.

Debpnition 3.30 (Absolut konvergente Reihe)
Eine Reihe hei§tabsolut konvergentfalls die Summe der BetrSge

!#

|a|
k=0

konvergiert.
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3 Konvergenz, Folgen und Reihen

Eine absolut konvergente Reihe ist immer auch konvergent, wie man aufgrund der Drei-
ecksungleichung direkt sieht:

k=0 k=0
Durch AbschStzung gegen die geometrische Reihe bndet man zwei weitere Kritierien.

Satz 3.31 (Wurzel-Kriterium)
Gilt mit 0<q < 1, dass fYr fast alle (d.g. alle bis auf endlich vigle) Summenglieder gilt

“lael! q<1, d.h. limsup “ |a < 1
k!
dann konvergiert die Reihe absolut. Gilt  |a] > 1 fYr unendlich vielek " N, so
divergiert die Reihe.

Beweis. Aus |a| ! of folgt,.dass die geometrische Reihe eine Majorante ist und diese
konvergiert fYr|gl < 1. Gilt * |ag > 1, so auch|ag| > 1 und die Glieder bilden nicht
einmal einen Nullfolge.

Satz 3.32 (Quotienten-Kriterium)
Gilt mit 0<qg< 1, %ass f(j'(r fast alle (d.h. alle bis aufoendlioch vi%Ie) Summenglieder gilt

% #
%’;kié q<1, d.h. Iirlzlsup%//'f—a;l% 1
dann konvergiert die Reihe absolut.

Beweis. Aus |a.1/ag|! qfYrallek# N folgt

lacl ! dlagsel ! Plaal! ... dFNay].
Somit hat die Reihe mit
-
lan o d
k=N

eine konvergente Majorante fYtq| < 1.
Beispiel 3.33 (Eulersche Zahl)
Die Reihe
|
k!
k=0
konvergiert. Ihr Wert e$ 2,7182818. . hei8t Eulersche Zahl

Die Konvergenz sieht man mit dem Quotientenkriterium. FYK # 1 gilt
0 0,
Bl s 0 11
%, 70 L (k+1)! k+1 2 7
und damit ist der gr§§te HSufungswert echt kleiner eins.

e.=
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3.6 Potenzreihen

3.6 Potenzreihen

Debnition 3.34 (Potenzreihe)
Eine Reihe der Form
I
P(x) = a(x! Xo)" = ag+ ar(x! Xo)+ ap(x! Xo)?+ ...
k=0

hei8t Potenzreihemit Koe! zienten a, " R, Entwicklungspunktx, " R und Argument
X" R.

Satz 3.35 (Konvergenzradius von Potenzreihen)
Eine Potenzreihe

!!

P(X)=  a(Xx! Xo)"

k=0
konvergiert absolut fYr alle Argumentex " R, die innerhalb des sogenannteKonver-
genzradius! liegen,

# $

_;_ mit formal: } = # und i =0
limsup * |ak| 0 #
k"

X! Xo| <! :=

und divergiert fYr |x! Xo| > !. Existiert der Grenzwert

| = —?{fﬁ%

lim dR1
K"l ak

so entspricht dies ebenfalls dem Konvergenzradius.

Beweis. GemS§ Wurzelkriterium gilt:

limsup “ Jac(x ! Xo)X| = |x! Xo| dimsup ¥ |ay|
k" Ko

X xel . o<1, fYrx! xol <!,
[ > 1, fYr|x! xo| >!.

Analog folgert man mit dem Quotientenkriterium.

Die wohl wichtigste Potenzreihe ist die Exponentialfunktion.

Debpnition 3.36
Die Exponentialfunktion ist gegeben durch

I n

X
exp(x) := o
k=0 )
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3 Konvergenz, Folgen und Reihen

Die Exponentialfunktion ist Yberall konvergent, wie das Quotientenkriterium zeigt:
| [ |
acal |t Kl i

e Tk k! T k1

1 ..
! > <1 fyrallek " 2|x|.

Absolut konvergente Reihen lassen sich multiplizieren.

Satz ?3'.37 (Caucpy-Produkt)

Seien ag und ' b, zwei absolut konvergente Reihen. Dann gilt
k=0 k=0

# % # % # %
$ s $ 8
a a be = a b j
k=0 k=0 k=0 j=0
Man nennt
$k

j=0

das Cauchy-Produkt

Beweis. (Skizze) Ausmultiplizieren der endlichen Summe, Dreiecksungleichung und Grenz-
Ybergang fYm # $

FYr die Exponentialfunktion ergibt sich damit folgendes Resultat.

Satz 3.38 (Funktionalgleichung fYr die Exponentialfunktion)
Es qgilt

exp(x) aexp(y) = exp(x + ).

Beweis. (Tbung)
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